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摘要：利用极大类ｐ群的性质以及有限群的特征标理论探究了极大类ｐ群Ｇ的非线性非忠实不
可约特征标的个数．证明了ｐｎ阶的极大类ｐ群Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于ｐｎ－１

阶的极大类ｐ群Ｇ／Ｚ（Ｇ）的非线性不可约特征标的个数．特别地，分析了只有３个非线性非忠实
不可约特征标的有限ｐ群的性质．
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本文考虑的群都是有限群．设Ｇ是有限群，符号Ｉｒｒ（Ｇ）表示群Ｇ的所有不可约特征标的集合，Ｉｒｒ１（Ｇ）表
示群Ｇ的所有非线性不可约特征标的集合，Ｎ（Ｇ）＝ ＮＧ′Ｎ{ }Ｇ，Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝ ｋｅｒχχ∈Ｉｒｒ１（Ｇ{ }）．若 Ｇ
是幂零群，则 ( )ｃＧ表示群Ｇ的幂零类．本文中的ｐ均是素数．其它符号都是标准的，可以参阅文献［１］．

群Ｇ的任意一个正规子群是Ｇ的一些不可约特征标的核的交，所以群的不可约特征标核的研究对于探
究群的结构和性质有着十分重要的意义．近年来，从群的非线性不可约特征标到非线性非忠实不可约特征标
的研究中取得了一些进展．文献［９］考察了只有１个非线性不可约特征标的有限群；文献［６］研究了素数幂
阶的有限群的特征标的核，并得到了十分有用的结论，例如下文中的引理５［６］；文献［８］研究了只有１个非线
性非忠实不可约特征标的有限群，证明了幂零类为３的１６阶群是唯一一类具有１个非线性非忠实不可约特
征标的ｐ群；文献［１０］分类了恰有２个非线性非忠实不可约特征标的有限ｐ群；文献［５］研究了只含有２个
非线性非忠实不可约特征标的有限群的性质；文献［４］探究了只有３个非线性非忠实不可约特征标的有限ｐ
群的结构．

有限ｐ群在群论研究中具有重要地位，而有限ｐ群中的极大类ｐ群有最少可能的正规子群，这使得极大
类ｐ群在ｐ群中的地位与单群在有限群中的地位类似，所以极大类ｐ群有很大的研究价值．我们回忆下极大
类ｐ群的定义：

定义１　令Ｇ为ｐｎ阶群，ｎ≥３且ｎ为整数．称群Ｇ为极大类ｐ群，如果Ｇ的幂零类ｃ（Ｇ）＝ｎ－１．
近来，在文献［３］中，李璞金、张勤海等学者继续深入研究了非线性非忠实不可约特征标对 ｐ群结构的

影响．可以从文献［３］中得到Ｋ（ｍ，ｎ）－群的定义：
定义２［３］　称有限群Ｇ为Ｋ（ｍ，ｎ）－群，如果 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝ｍ，Ｎ（Ｇ） ＝ｎ．
本文继续探究极大类ｐ群的非线性非忠实不可约特征标的个数．我们得到了ｐｎ阶极大类ｐ群Ｇ的非线

性非忠实不可约特征标的个数等于ｐｎ－１阶极大类 ｐ群 Ｇ／Ｚ（Ｇ）的非线性不可约特征标的个数．具体本文的
主要结论可见下述的定理部分．

１　预备引理

近年来，有很多的学者利用不同的证明方法对有限非交换群的非线性不可约特征标核的交的情况进行



了研究，得到了如下结论：

引理１［６］　设Ｇ是有限非交换群，Ｋ是Ｋｅｒｎ（Ｇ）的所有元素的交，那么Ｋ＝１．
引理２［３］　设Ｇ是有限ｐ－群，ｍ≥２．则Ｇ是Ｋ（ｍ，ｍ）－群当且仅当Ｇ是ｐｍ＋２阶的极大类群．
得到极大类ｐ群Ｇ的非线性不可约特征标核的个数后，还需要进一步探究这些核的具体结构，这时极大

类ｐ群的性质就极为重要．从文献［２］中可以得到如下极大类ｐ群的性质：
引理３［２］　设Ｇ为ｐｎ阶极大类群，则
（１）Ｇ／Ｇ′＝ｐ２，Ｇ′＝Φ（Ｇ）且ｄ（Ｇ）＝２；
（２）Ｇｉ／Ｇｉ＋１ ＝ｐ，ｉ＝２，３，…，ｎ－１；
（３）对ｉ≥２，Ｇｉ是Ｇ中唯一的ｐ

ｎ－ｉ阶正规子群；

（４）如果ＮＧ，Ｇ／Ｎ≥ｐ２，那么Ｇ／Ｎ亦为极大类ｐ群；
（５）对于０≤ｉ≤ｎ－１，有Ｚｉ（Ｇ）＝Ｇｎ－ｉ；
（６）对于ｐ＞２，ｎ＞３，Ｇ中不存在ｐ２阶循环正规子群．
由引理３可以进一步得到：
引理４［２］　ｐｎ阶极大类ｐ群Ｇ除了有（ｐ＋１）个极大子群是正规子群外，对每个阶ｐｉ（ｉ＜ｎ－１）都只有一

个正规子群．
集合Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝｛ｋｅｒχχ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）｝的性质对于本文主要结论的证明起着非常重要的作用．
引理５［６］　设Ｇ是有限非交换ｐ群．则下列的陈述是等价的：
（１）Ｋｅｒｎ（Ｇ）是一个具有包含关系的链．
（２）Ｇ是下列群之一：　
（２１）Ｇ′是Ｇ的唯一的极小正规子群．
（２．２）Ｇ是极大类群．
（３）如果ＮＧ且Ｎ＜Ｇ′，则Ｎ∈Ｋｅｒｎ（Ｇ）．
（４）Ｋｅｒｎ（Ｇ）Ｎ（Ｇ）且Ｎ（Ｇ）＝｛∩

Ｈ∈Τ
ＨΤＫｅｒｎ（Ｇ）｝．

引理６　设Ｇ是ｐｎ阶极大类ｐ群，则Ｚ（Ｇ）是Ｇ的唯一的ｐ阶正规子群．
证明　因为群Ｇ是极大类ｐ群，所以Ｇ的幂零类ｃ（Ｇ）＝ｎ－１，从而有上中心群列：
１＝Ｚ０（Ｇ）≤Ｚ１（Ｇ）＝Ｚ（Ｇ）≤…≤Ｚｎ－１（Ｇ）＝Ｇ
及下中心群列：

Ｇ＝Ｇ１≥Ｇ２＝Ｇ′≥…≥Ｇｎ＝１．
由引理３（５）可以得到 Ｚ（Ｇ）＝Ｇｎ－１，由引理 ３（２）有 Ｇｎ－１／Ｇｎ ＝ｐ．注意到 Ｇｎ＝１，所以 Ｚ（Ｇ） ＝

Ｇｎ－１ ＝ｐ，因此Ｚ（Ｇ）为群Ｇ的ｐ阶正规子群．由引理４知ｐ阶正规子群唯一．故引理得证．

２　结论和证明

定理１　ｐ４阶的极大类ｐ群Ｇ有ｐ２－１个非线性不可约特征标，其中非线性非忠实不可约特征标的个
数是ｐ－１．

证明　设Ｇ是ｐ４阶的极大类ｐ群．由引理２知Ｇ是Ｋ（２，２）－群，即 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝ Ｎ（Ｇ） ＝２．由引理６
知Ｚ（Ｇ）是Ｇ的唯一的ｐ阶正规子群．由引理３（１）有 Ｇ′＝ｐ２，所以 Ｚ（Ｇ）＜Ｇ′，由引理５知 Ｚ（Ｇ）∈Ｋｅｒｎ
（Ｇ）．因为Ｚ（Ｇ）循环，所以１∈Ｋｅｒｎ（Ｇ）．则有

Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝｛１，Ｚ（Ｇ）｝＝Ｎ（Ｇ）．

因为 Ｇ：Ｇ′＝ｐ２，所以Ｇ有ｐ２个线性特征标．又因为 Ｇ ＝ ∑
χ∈Ｉｒｒ（Ｇ）

χ（１）２＝ｐ４，所以有

∑
χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）

χ（１）２＝ｐ４－ｐ２＝ｐ２（ｐ２－１）．

设χｉ∈Ｉｒｒ１（Ｇ），其中ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，ｍ≥２，因为χｉ（１） Ｇ，所以χｉ（１）∈｛ｐ，ｐ
２，ｐ３｝，从而有

χ１（１）
２＋χ２（１）

２＋…＋χｍ（１）
２＝ｐ４－ｐ２． （１）
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记χｉ（１）＝ｐｘｉ，其中ｘｉ∈｛１，ｐ，ｐ
２｝．则由（１）式可得：
ｘ１
２＋ｘ２

２＋…＋ｘｍ
２＝ｐ２－１＜ｐ２． （２）

通过（２）式可知ｘｉ＝１，ｉ∈ １，２，…，{ }ｍ．所以χｉ（１）＝ｐ对于任意的ｉ∈ １，２，…，{ }ｍ．从而有ｍｐ２＝ｐ４－
ｐ２，则ｍ＝ｐ２－１，所以Ｇ有ｐ２－１个非线性不可约特征标．

不妨记Ｇ
＿＿
＝Ｇ／Ｚ（Ｇ）．由［１，Ｌｅｍｍａ２２２］知χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）当且仅当 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ

＿＿
），其中 χ^（Ｚ（Ｇ）ｇ）＝χ（ｇ）．设

χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）且ｋｅｒχ≠１，因为Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝ １，Ｚ（Ｇ{ }） ＝Ｎ（Ｇ），所以ｋｅｒχ＝Ｚ（Ｇ），从而有 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ
＿＿
）．由此可知

Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于Ｇ
＿＿
的非线性不可约特征标的个数．

接下来考虑Ｇ
＿＿
．由引理 ３（４）知Ｇ

＿＿
为 ｐ３阶极大类 ｐ群且Ｇ

＿＿
非交换．因为Ｇ

＿＿
是 ｐ３阶极大类群，所以

Ｇ
＿＿
：（Ｇ

＿＿
）′＝ｐ２，Ｇ

＿＿
有ｐ２个线性不可约特征标且 （Ｇ

＿＿
）′＝ｐ，由引理４知（Ｇ

＿＿
）′是Ｇ

＿＿
的唯一的 ｐ阶正规子群，此

时Ｚ（Ｇ
＿＿
）＝（Ｇ

＿＿
）′，所以Ｎ（Ｇ

＿＿
）＝｛１

—

｝，又因为Ｇ
＿＿
非交换且Ｋｅｒｎ（Ｇ

＿＿
）Ｎ（Ｇ

＿＿
），从而有

Ｋｅｒｎ（Ｇ
＿＿
）＝Ｎ（Ｇ

＿＿
）＝｛１

—

｝．

如果设 χ^ｊ∈Ｉｒｒ１（Ｇ
＿＿
），ｊ∈ １，２，…{ }ｎ，ｎ≥１，对于群Ｇ

＿＿
用同上的方法，可以得到：

χ^１（１
—

）２＋χ^２（１
—

）２＋…＋χ^ｎ（１
—

）２＝ｐ２（ｐ－１）． （３）

从而ｊ，χ^ｊ（１
—

）＝ｐ，故ｎｐ２＝ｐ２（ｐ－１），即ｎ＝ｐ－１．由此可知Ｇ
＿＿
有（ｐ－１）个非线性不可约特征标，则Ｇ的

非线性非忠实不可约特征标的个数为ｐ－１．定理得证．
注意，当ｐ＝２时，由定理１的结论可以知道，ｐ４阶极大类ｐ群Ｇ有３个非线性不可约特征标．由文献［２，

定理２５３］知２４阶的极大类ｐ群同构于１６阶二面体群、１６阶广义四元数群、１６阶半二面体群，则这三类群
有３个非线性不可约特征标，这与文献［７，Ｃｈａｐｔｅｒ３１，§５，Ｔｈｅｏｒｅｍ９（ｅ）］的结论一致．进一步地，又由定理１
得到，Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数是１，而这与文献［８，ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２．４］的结论一致．

推论１　设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标 χ１，χ２，χ３，则满足条件 ｋｅｒχ１＝ｋｅｒχ２＝ｋｅｒ
χ３≠１的群Ｇ不存在．

证明　设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３，若ｋｅｒχ１＝ｋｅｒχ２＝ｋｅｒχ３≠１，则由
引理１可知Ｇ存在忠实不可约特征标．所以 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝２，Ｎ（Ｇ） ＝２，因此 Ｇ是 Ｋ（２，２）－群．从而由引
理２知Ｇ是ｐ４阶的极大类群．但由定理１知Ｇ不可能恰有３个非线性非忠实不可约特征标．矛盾．

从定理１的证明过程可以得到：
推论２　ｐ３阶极大类ｐ群有（ｐ－１）个非线性不可约特征标，且所有非线性不可约特征标均忠实．
至此ｐ３阶和ｐ４阶的极大类ｐ群的非线性非忠实不可约特征标的个数已经确定，接下来探究 ｐ５阶极大

类ｐ群的非线性非忠实不可约特征标的个数．
定理２　ｐ５阶极大类ｐ群Ｇ有ｐ２－１个非线性非忠实不可约特征标．
证明　设Ｇ是ｐ５阶极大类ｐ群．由引理２知Ｇ是 Ｋ（３，３）－群，即 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝３，Ｎ（Ｇ） ＝３．设 χｉ∈

Ｉｒｒ１（Ｇ），其中ｉ∈ １，２，…，{ }ｍ，ｍ≥３．由引理６知Ｚ（Ｇ）是Ｇ的唯一的ｐ阶正规子群，由引理３（３）知 Ｇ′是 Ｇ
的唯一的ｐ３阶正规子群，所以Ｚ（Ｇ）＜Ｇ′，进而有

Ｎ（Ｇ）＝｛１，Ｚ（Ｇ），Ｎ｝＝Ｋｅｒｎ（Ｇ），

其中Ｎ是Ｇ的ｐ２阶正规子群．由引理３（４）知Ｇ／Ｚ（Ｇ）Ｇ
＿＿
是ｐ４阶极大类ｐ群．由［１，Ｌｅｍｍａ２２２］知χ∈Ｉｒｒ１

（Ｇ）当且仅当 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ
＿＿
），其中 χ^（Ｚ（Ｇ）ｇ）＝χ（ｇ）．设χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ），且ｋｅｒχ≠１，由Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝ １，Ｚ（Ｇ），{ }Ｎ，

知ｋｅｒχ＝Ｚ（Ｇ）或ｋｅｒχ＝Ｎ，所以 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ
＿＿
）．由此可知Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于Ｇ

＿＿
的非

线性不可约特征标的个数．由定理１知Ｇ
＿＿
有ｐ２－１个非线性不可约特征标，所以 Ｇ有 ｐ２－１个非线性非忠实

不可约特征标．定理２得证．
文献［４］中，作者给出了结论：设有限ｐ－群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标 χ１，χ２，χ３，记 Ｋｅｒχｉ
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＝Ｋｉ，ｉ＝１，２，３．若Ｋｉ∩Ｋｊ＝１，其中ｉ，ｊ∈｛１，２，３｝，则当且仅当Ｇ是２
２ｍ阶特殊２－群，其中 ｍ是正整数，ｚ１＝

｛ｘ∈Ｇ Ｇ：ＣＧ（ｘ） ＝ｐ｝ ＝０，以及Ｚ（Ｇ）＝Ｃ２×Ｃ２．由此本文得到下列结论：
推论３　设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３，并且ｋｅｒχｉ＝ｋｅｒχｊ≠ｋｅｒχｋ，ｋｅｒχｉ

∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｉ或ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｋ，其中ｉ，ｊ，ｋ∈｛１，２，３｝．则当且仅当Ｇ是２
５阶的极大类２群．

证明 必要性：设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３，若
ｋｅｒχｉ＝ｋｅｒχｊ≠ｋｅｒχｋ，

且

ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｉ或ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｋ，
则有

ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ∩ｋｅｒχｊ≠１．
于是由引理１知Ｇ存在非线性忠实不可约特征标，所以 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝３，进而有 Ｎ（Ｇ） ＝３，因此得到Ｇ

是Ｋ（３，３）－群．又由引理２知Ｇ是ｐ５阶极大类群．注意到Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标，结合定
理２可得Ｇ有ｐ２－１个非线性非忠实不可约特征标，故得到ｐ２－１＝３，得证ｐ＝２．

充分性：若Ｇ是２５阶的极大类２群，由定理２知Ｇ恰有３个非线性非忠实不可约特征标，且有
Ｎ（Ｇ）＝｛１，Ｚ（Ｇ），Ｎ｝＝Ｋｅｒｎ（Ｇ），

其中Ｎ为Ｇ的２２阶正规子群．于是对任意的χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）且ｋｅｒχ≠１，则 ｋｅｒχ＝Ｚ（Ｇ）或 ｋｅｒχ＝Ｎ．又因为 Ｚ
（Ｇ）是群Ｇ的唯一极小正规子群，所以Ｚ（Ｇ）≤Ｎ．故定理充分性得证．

由定理１和定理２可以进一步得到：

定理３　ｐｎ阶极大类ｐ群Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于ｐｎ－１阶极大类ｐ群Ｇ
＿＿
＝Ｇ／Ｚ（Ｇ）的

非线性不可约特征标的个数，其中 ｎ≥４．且 Ｇ的非线性不可约特征标的核具有包含关系，即若 χｉ，χｊ∈Ｉｒｒ１
（Ｇ），则ｋｅｒχｉｋｅｒχｊ．

证明　设Ｇ为ｐｎ阶极大类ｐ群，由引理６可知Ｚ（Ｇ）是Ｇ的唯一的ｐ阶正规子群．由引理４知ｐｉ阶正规
子群唯一，其中ｉ＜ｎ－１，所以Ｇ′是Ｇ的唯一的ｐｎ－２阶正规子群．ＮＧ，若 Ｎ≥ Ｇ′＝ｐｎ－２，则Ｇ′≤Ｎ，从
而ＮＮ（Ｇ）．故利用引理２得到Ｇ是Ｋ（ｎ－２，ｎ－２）－群，即

Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝ Ｎ（Ｇ） ＝ｎ－２．
又因为Ｋｅｒｎ（Ｇ）Ｎ（Ｇ），所以有

Ｋｅｒｎ（Ｇ）＝Ｎ（Ｇ）＝｛Ｎ１＝１，Ｎ２＝Ｚ（Ｇ），Ｎ３，…，Ｎｎ－２｝，
其中 Ｎｉ ＝ｐ

ｉ－１，ｉ∈｛１，２，…，ｎ－２｝，且Ｎ（Ｇ）中的所有元素组成一个具有包含关系的链．由引理３（４）知 Ｇ／

Ｚ（Ｇ）Ｇ
＿＿
是ｐｎ－１阶极大类ｐ群．由［１，Ｌｅｍｍａ２２２］知χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ）当且仅当 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ

＿＿
），其中 χ^（Ｚ（Ｇ）ｇ）＝χ

（ｇ）．设χ∈Ｉｒｒ１（Ｇ），且ｋｅｒχ≠１，则Ｚ（Ｇ）ｋｅｒχ，从而 χ^∈Ｉｒｒ１（Ｇ
＿＿
），所以Ｇ的非线性非忠实不可约特征标是Ｇ

＿＿

的非线性不可约特征标，故Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于Ｇ
＿＿
的非线性不可约特征标的个数．综

上定理３得证．
对于只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３的有限 ｐ－群 Ｇ，推论１考虑了 ｋｅｒχ１＝ｋｅｒχ２＝ｋｅｒ

χ３≠１的情况；推论３考虑了ｋｅｒχｉ＝ｋｅｒχｊ≠ｋｅｒχｋ，且ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｉ或ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｋ的情况；
接下来考虑ｋｅｒχｉｋｅｒχｊｋｅｒχｋ的情况．

推论４　设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３，则满足条件ｋｅｒχｉｋｅｒχｊｋｅｒχｋ
的群Ｇ不存在，其中ｉ，ｊ，ｋ∈｛１，２，３｝．

证明　设有限ｐ群Ｇ只有３个非线性非忠实不可约特征标χ１，χ２，χ３．若存在ｉ，ｊ，ｋ∈｛１，２，３｝，使得ｋｅｒχｉ
ｋｅｒχｊｋｅｒχｋ成立，则有

ｋｅｒχｉ∩ｋｅｒχｊ∩ｋｅｒχｋ＝ｋｅｒχｉ≠１．
所以Ｇ存在忠实不可约特征标，从而 Ｋｅｒｎ（Ｇ） ＝４，Ｎ（Ｇ） ＝４．于是根据引理２得，Ｇ是ｐ６阶极大类

ｐ群．
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再由定理３可知Ｇ的非线性非忠实不可约特征标的个数等于ｐ５阶极大类ｐ群Ｇ／Ｚ（Ｇ）的非线性不可约
特征标的个数．而利用定理２得，ｐ５阶极大类ｐ群的非线性不可约特征标的个数一定大于ｐ２－１．于是得到３
＞ｐ２－１，这是不可能的．推论得证．
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