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摘要：量子控制论作为一门新兴的交叉学科，有许多内容需要研究．如何把激发态解最优地操控
至基态解的量子控制问题模型就是一个待解决的问题．本篇论文针对此问题提出一种直接离散
方法：先用有限差分法对量子控制问题进行直接离散，使之变为一个普通的约束优化问题，继而

借助普通优化问题的求解方法得到原问题的解，最后结合 ＭＡＴＬＡＢ编程．数值试验结果验证了
这一直接方法在求解量子控制问题上的高效性．
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量子力学中的薛定谔方程描述了量子系统的运动．随着量子信息技术和量子计算的不断发展，为满足对复
杂量子系统进行操纵和控制的要求，这就需要从控制论的角度对微观量子系统的行为进行建模、分析和主动控

制，于是量子控制论应运而生．量子控制的研究始于２０世纪７０年代末，是量子力学和控制理论交叉的结果，目
标是建立对量子系统进行控制的普遍理论和方法．随着量子力学的发展，量子控制模型也相应发生改变［１］．

Ｂｅｎｎｅｔｔ等先提出一种新的通信和计算量子理论，其中传输或处理的不是经典信息，而是量子态的任意
叠加［２］．随后，Ｄｏｈｅｒｔｙ等指出鲁棒控制理论中的分析和综合技术的应用将发挥重要作用，且在量子计算等新
兴量子技术的发展中发挥着重要作用［３］．针对量子通信和量子计算等量子信息学的发展趋势，陈宗海等对
量子控制系统全面地介绍了量子控制实验研究现状并进行了相关研究展望，并阐述了一些新的研究思

路［４－５］．对于在开环量子控制领域，Ｄｏｎｇ等综述了量子系统可控性的概念，提出了几种控制设计策略，包括
最优控制、基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法、变结构控制和量子非相干控制；在闭环量子控制领域，该文回顾了闭环学习
控制以及与量子反馈控制相关的几个重要问题，包括量子滤波、反馈稳定、线性二次高斯控制和鲁棒量子控

制［６］．本文主要考虑量子控制问题中的一种特殊但又相对重要的情况：如何最优地把激发态解操控至基态
解．针对此问题，文中提出一种直接方法：通过离散方法，把量子控制泛函极小值约束问题转化为普通的优化
问题进行求解．

前期，对量子最优控制的问题已经开展了较多的研究．Ｒａｂｉｔｚ等对量子系统最优控制问题解的存在性、
数学近似处理方法和最优控制的应用等进行了详细的论述［７］．近年来，ＤＡｌｅｓｓａｎｄｒｏ等在量子最优控制方面
做了大量工作，并通过李群分解的分析方法给出了一些控制场能量最优的量子控制结果［８］．Ｗｕ等总结了时
间最优时量子控制的一般特征，并给出了一些特殊情况下的最优极值的结构［９］．Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ等研究了在封闭
量子系统中实现逻辑门的最优控制问题［１０］．Ｂｏｓｃａｉｎ等综述了各种量子控制问题，并描述了适合于最优控制
的数学公式，详细介绍了不同低维量子系统的最优解，说明了数学工具是在实际中如何应用的［１１］．薛拾贝等
对量子系统时间最优控制问题进行了描述，并提出一类同伦算法［１２］．Ｄｏｎｇ概述了量子系统最优控制的基于
梯度的学习、量子系统学习控制的进化计算、基于学习的量子鲁棒控制和量子控制的强化学习等方面［１３］．近
年来提出许多求解约束条件为Ｇｒｏｓｓ－Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ方程（ＧＰＥ）的数值方法，如有限元法［１４］、有限差分法［１５］、无



网格法［１６］和时间分裂伪谱法［１７］等．对于 ＧＰＥ方程的离散方法，相关学者也介绍了一些相应的方法，比如
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ谱方法［１８］，有限差分法［１９］．通过这些方法把方程进行离散，能更好的进行数值求解．对于求解控
制问题所需的优化方法，常见的有最速下降法、牛顿法、拟牛顿法、共轭梯度法等等［２０］．

针对如何最优地把激发态解操控至基态解这一特殊量子控制问题，本文提出一种直接离散方法：先把连

续性泛函及约束条件离散，使原控制问题变为普通的优化问题，然后采用普通的优化方法求解．重点讨论如
何对量子控制问题进行直接离散，如何把量子最优控制问题转化为普通的优化问题，探讨该数值方法的特

点．本文的结构安排如下：第２节中将对量子控制方程的模型及解满足的Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ（ＥＬ）方程进行介
绍及求解．第３节主要对连续性泛函及约束条件的直接离散方法进行详细的推导．第４节将根据推导的结果
进行数值试验，并对结果进行分析，验证这一直接方法在求解量子控制问题上的高效性．第５节将对本文内
容进行小结及展望．

１　一种量子控制问题模型及ＥＬ方程

本节主要介绍把激发态解操控至基态解的一种量子控制问题模型，并运用相关变分法理论找出对该模

型解满足的ＥＬ方程．
１１　一种量子控制问题模型

近年来，不少学者对量子控制问题进行了研究，其中ＵｌｒｉｃｈＨｏｈｅｎｅｓｔｅｒ等在量子控制理论中寻找控制参
数λ（ｔ）的时间变化，讨论了如何最优地把激发态解操控至基态解这一特殊量子控制问题，并提出如下量子
控制问题的模型［２１］：

ｍｉｎＪ（ψ（ｘ→，ｔ），λ（ｔ））＝１２∫Ω ψ（ｘ→，Ｔ）－ψｄ（ｘ→）２ｄｘ→＋γ２∫
Ｔ

０
［λ′（ｔ）］２ｄｔ，

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏｉψｔ＝（Ｈλ＋κψ２）ψ，ψ（０）＝ψ０，ｘ
→∈Ω，ψ（ｘ→，ｔ）＝０， （１）

其中，ｘ→∈ＲＲｄ（ｄ＝１，２，３，…，ｎ），Ｈλ＝－
１
２Δ＋

ｘ→ ２

２ λ（ｔ），函数ψｄ（ｘ
→）表示基态解．

１２　量子控制问题（１）满足的ＥＬ方程
基于前人量子控制问题满足的ＥＬ方程的研究［２１－２３］，我们引入拉格朗日乘子（Ｌａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ）函数

ｐ（ｘ→，ｔ），把约束优化问题转化为无约束优化问题，得泛函

Ｌ（ψ，ｐ，λ）＝Ｊ（ψ，λ）＋Ｒｅ∫
Ｔ{
０
ｐ（ｘ→，ｔ）∫

Ω
［ｉψｔ－（Ｈλ＋κψ２）ψ］ｄｘ}→ ｄｔ， （２）

因ψ和ｐ是复数，所以将之改写

Ｌ
～
［ψ，ψ，ｐ，ｐ，λ（ｔ）］＝Ｊ

～
［ψ，ψ，λ（ｔ）］＋１２∫

Ｔ

０∫Ω｛ｐ（ｘ→，ｔ）［ｉψｔ－（Ｈλ＋κψψ）ψ］＋
［－ｉψｔ－（Ｈλ＋κψψ

）ψ］ｐ（ｘ→，ｔ）｝ｄｘ→ｄｔ， （３）
这里，

Ｊ
～
［ψ，ψ，λ（ｔ）］＝１２∫

Ｔ

０∫Ωδ（ｔ－Ｔ）（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））ｄｘ→ｄｔ＋γ２∫
Ｔ

０
［λ′（ｔ）］２ｄｔ． （４）

为求出泛函（３）的变分导数（或微分），先引入一般线性空间中的泛函导数的定义［２４］：

设Ｘ是线性空间，Ｙ是赋范空间，给定Ｔ：Ｘ→Ｙ，ｘ∈Ｘ，Ｔ（ｘ）∈Ｙ，定义在定义域ＤＸ，值域ＲＹ．
定义：设ｘ∈ＤＸ，且在Ｘ中取一个ｈ，若极限

δＴ
δｈ
＝ｌｉｍ
α→０

１
α
［Ｔ（ｘ＋αｈ）－Ｔ（Ｘ）］ （５）

存在，则其被称为Ｔ在Ｘ处增量为ｈ的Ｇａｔｅａｕｘ微分．如果ｈ∈Ｘ极限（５）都存在，那么变换Ｔ在ｘ处是Ｇａ
ｔｅａｕｘ可微的．

推论：若泛函Ｔ（ｘ）∈ＲＲ，ｘ∈Ｘ，Ｔ的Ｇａｔｅａｕｘ微分存在，则
δＴ
δｈ
＝ｄ（α）ｄα α＝０

＝ｄｄα
Ｔ（ｘ＋αｈ）

α＝０
（这里（α）＝Ｔ（ｘ＋αｈ）且ｘ，ｈ固定）． （６）
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对泛函（３），利用变分原理［１９］及上面的泛函导数的定义（６），有

＜１＞由δＬ
～

δｐ
＝０，即δＬ

～

δｐ
＝ｌｉｍ
α→０
′１（α）

其中，

１（α）＝Ｌ
～
［ψ，ψ，ｐ，ｐ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ），λ（ｔ）］＝Ｊ

～
［ψ，ψ，λ（ｔ）］＋

１
２∫

Ｔ

０∫Ω｛（ｐ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ））［ｉψｔ－（Ｈλ＋κψψ）ψ］＋［－ｉψｔ－（Ｈλ＋κψψ）ψ］ｐ（ｘ→，ｔ）｝ｄｘ→ｄｔ． （７）

故

δＬ
～

δｐ
＝１２∫

Ｔ

０∫Ω（ｉψｔ－Ｈλψ＋κψ２ψ）ｈ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ＝０． （８）

由于ｈ（ｘ→，ｔ）的任意性，因此有
ｉψｔ＝Ｈλψ＋κψ

２ψ． （９）

＜２＞由 δＬ
～

δψ
＝０，即 δＬ

～

δψ
＝ｌｉｍ
α→０
φ′２（α）

其中，

φ２（α）＝Ｌ
～
［ψ，ψ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ），ｐ，ｐ，λ（ｔ）］

＝１２∫
Ｔ

０∫Ωδ（ｔ－Ｔ）（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））（（ψ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ））－ψｄ（ｘ→））ｄｘ→ｄｔ＋
γ
２∫

Ｔ

０
［λ′（ｔ）］２ｄｔ＋１２∫

Ｔ

０∫Ω｛ｐ（ｘ→，ｔ）［ｉψｔ－（Ｈλ＋κψ（ψ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ）））ψ］＋
［－ｉψｔ－（Ｈλ＋κψ（ψ

（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ）））（ψ（ｘ→，ｔ）＋αｈ（ｘ→，ｔ））］ｐ（ｘ→，ｔ）｝ｄｘ→ｄｔ． （１０）

对∫
Ｔ

０∫Ω －ｉψｔｐ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ使用分部积分，得
∫
Ｔ

０∫Ω－ｉψｔｐ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ＝∫
Ｔ

０∫Ω［－δ（ｔ－Ｔ）ｉｐ（ｘ→，ｔ）＋ｉｐｔ（ｘ→，ｔ）］ｈ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ．
故

δＬ
～

δψ
＝１２∫

Ｔ

０∫Ωδ（ｔ－Ｔ）（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））ｈ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ＋
１
２∫

Ｔ

０∫Ω［－δ（ｔ－Ｔ）ｉｐ（ｘ→，ｔ）＋ｉｐｔ（ｘ→，ｔ）－
２κψ２ｐ（ｘ→，ｔ）－Ｈλｐ（ｘ

→，ｔ）］ｈ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ－１２∫
Ｔ

０∫Ωｐ（ｘ→，ｔ）κψ２ｈ（ｘ→，ｔ）ｄｘ→ｄｔ＝０． （１１）

同理，

ｉｐｔ（ｘ
→，ｔ）＝２κψ２ｐ（ｘ→，ｔ）＋Ｈλｐ（ｘ

→，ｔ）＋Ｐ（ｘ→，ｔ）κψ２＋δ（ｔ－Ｔ）［（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ
→））－ｉｐ（ｘ→，ｔ）］． （１２）

对方程（１２），假设ｐ是一个连续的函数，考虑在很短的时间Δτ对其两边关于Ｔ进行积分

∫
Ｔ＋Δ

Ｔ－Δ
ｉｐｔ（ｘ

→，ｔ′）ｄｔ′＝∫
Ｔ＋Δ

Ｔ－Δ
｛２κψ２ｐ（ｘ→，ｔ′）＋Ｈλｐ（ｘ

→，ｔ′）＋ｐ（ｘ→，ｔ′）κψ２（ｘ→，ｔ′）＋

δ（ｔ′－Ｔ）［（ψ（ｘ→，ｔ′）－ψｄ（ｘ
→））－ｉｐ（ｘ→，ｔ′）］｝ｄｔ′． （１３）

取Δτ趋近于０的极限，通过ｐ的连续性，方程（１３）的左边会趋近于０，右边的前３项也会趋近于０．但
是，ｔ中的δ函数在这个极限下产生了最终的时间条件：

ｉｐ（ｘ→，Ｔ）＝ψ（ｘ→，Ｔ）－ψｄ（ｘ
→）． （１４）

＜３＞由δＬ
～

δλ
＝０，即δＬ

～

δλ
＝ｌｉｍ
α→０
φ′（α），其中，Ｈλ＝－

１
２Δ＋

ｘ→ ２

２ λ（ｔ），所以

φ３（α）＝Ｌ
～
［ψ，ψ，ｐ，ｐ，λ（ｔ）＋αｈ（ｔ）］
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＝１２∫
Ｔ

０∫Ωδ（ｔ－Ｔ）（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））（ψ（ｘ→，ｔ）－ψｄ（ｘ→））ｄｘ→ｄｔ＋γ２∫
Ｔ

０
［（λ（ｔ）＋αｈ（ｔ））′］２ｄｔ＋

１
２∫

Ｔ

０∫Ω｛ｐ（ｘ→，ｔ）［ｉψｔ－（－
１
２Δ＋

ｘ→ ２

２ （λ（ｔ）＋αｈ（ｔ））＋κψ
２）ψ］＋

　 －ｉψｔ－ －１２Δ＋
ｘ→ ２

２ （λ（ｔ）＋αｈ（ｔ））＋κψ( )２ ψ[ ] ｐ（ｘ→，ｔ）｝ｄｘ→ｄｔ． （１５）

对
γ
２∫

Ｔ

０
［（λ（ｔ）＋αｈ（ｔ））′］２ｄｔ使用分部积分，得γ２∫

Ｔ

０
［（λ（ｔ）＋αｈ（ｔ））′］２ｄｔ＝－γ∫

Ｔ

０
λ″（ｔ）ｈ（ｔ）ｄｔ．

故

δＬ
～

δλ
＝－γ∫

Ｔ

０
λ″（ｔ）ｈ（ｔ）ｄｔ＋１２∫

Ｔ

０∫Ω（－ｐ（ｘ→，ｔ）
ｘ→ ２

２ ψ－
ｘ→ ２

２ ｐ（ｘ
→，ｔ）ψ）ｈ（ｔ）ｄｘ→ｄｔ

＝－γ∫
Ｔ

０
λ″（ｔ）ｈ( )ｔｄｔ－∫

Ｔ

０
Ｒｅ∫

Ω

ｘ→ ２

２ ［ｐ
（ｘ→，ｔ）ψ（ｘ→，ｔ）］ｄｘ→ｈ（ｔ）ｄｔ＝０． （１６）

对任意的ｈ（ｔ），有

γλ″（ｔ）＝－Ｒｅ∫
Ω

ｘ→ ２

２ ［ｐ
（ｘ→，ｔ）ψ（ｘ→，ｔ）］ｄｘ→． （１７）

综上，使
δＬ
～

δｐ
＝０，δＬ

～

δψ
＝０，δＬ

～

δλ
＝０，得到如下原问题（１）解所满足的ＥＬ方程：

ｉψｔ＝（Ｈλ＋κψ
２）ψ　ψ（０）＝ψ０， （１８）

ｉｐ′＝（Ｈλ＋２κψ
２）ｐ＋κψ２Ｐ　ｉｐ（Ｔ）＝ψ（Ｔ）－ψｄ， （１９）

γλ″（ｔ）＝－Ｒｅ∫
Ω

ｘ→ ２

２ ［ｐ
（ｘ→，ｔ）ψ（ｘ→，ｔ）］ｄｘ→　λ（０）＝λ０，λ（Ｔ）＝λ１． （２０）

前人在设计数值方法时，通常基于ＥＬ方程（１８）－（２０）来找量子控制原问题（１）的解．本文不采用此方
法，下一节介绍了一种直接离散方法．

２　量子控制问题的直接离散

在本节，针对一维量子控制问题（１）（即ｄ＝１）的情况，提出一种直接离散方法．重点讨论如何用有限差
分法对量子控制问题进行直接离散，如何把量子最优控制问题转化为普通的优化问题，并给出求解过程．先
将对所考虑的量子控制问题进行差分离散：将区间Ω＝［ａ，ｂ］进行 Ｍ等分，取节点为 ｘｊ＝ａ＋ｊｈ（ｊ＝０，１，２，

…，Ｍ），空间步长ｈ＝ｂ－ａＭ ；再将ｔ∈［０，Ｔ］进行Ｎ等分，取节点ｔｎ＝ｎΔｔ（ｎ＝０，１，２，…，Ｎ），ΔＴ＝
Ｔ
Ｎ，其中Ｍ，

Ｎ都是取定的正整数．将形成的矩形区域分割成矩形网格，网格节点为（ｘｊ，ｔｎ）．
２１　离散方法

用ψｎｊ，λｎ分别表示函数ψ（ｘ，ｔ），λ（ｔ）在节点（ｘｊ，ｔｎ）和ｔｎ处的近似值．对于连续性泛函Ｊ（ψ，λ），我们采

用复化的梯形公式进行直接离散，在每个子区间（ｘｊ，ｘｊ＋１）（ｊ＝０，１，２，…，Ｍ－１）上采用梯形公式，有

Ｊ（ψ，λ）＝１２∫Ω ψ（ｘ，Ｔ）－ψｄ（ｘ）２ｄｘ＋γ２∫
Ｔ

０
［λ′（ｔ）］２ｄｔ

≈ １２∑
Ｍ－１

ｊ＝０

ｈ
２［ψ（ｘｊ，ｔＮ＋１）－ψｄ（ｘｊ）

２＋ ψ（ｘｊ＋１，ｔＮ＋１）－ψｄ（ｘｊ＋１）
２］＋γ２∑

Ｎ－１

ｎ＝０
Δｔλ（ｔｎ＋１）－λ（ｔｎ）

Δ( )ｔ

２

． （２１）

对于约束条件，我们考虑ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２ｘ
２λ（ｔ），即

ｉψｔ＝－
１
２ｘｘψ＋

ｘ２
２λ（ｔ）ψ＋κψ

２ψ． （２２）

在点（ｘｊ，ｔｎ）上进行直接离散，时间ｔ方向采用最简显格式（或向前Ｅｕｌｅｒ法），空间 ｘ方向采用二阶中心
差分，即
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ｉ
ψｎ＋１ｊ －ψｎｊ
Δｔ

＝－１２
ψｎｊ＋１－２ψ

ｎ
ｊ＋ψ

ｎ
ｊ－１

ｈ( )２ ＋
ｘ２ｊ
２λ（ｔｎ）ψ

ｎ
ｊ＋κψ

ｎ
ｊ
２ψｎｊ． （２３）

令ｒ＝Δｔ
ｈ２
，则Δｔ＝ｒｈ２，则可将方程（２３）改写成便于计算机程序的形式，使第ｎ层值在右边，第ｎ＋１层值

在右边，即

ψｎ＋１ｊ ＝ １－ｉｒ－
ｉｘ２ｊ
２λｔ( )ｎ ｒｈ

２－κｉψｎｊ
２ｒｈ( )２ ψｎｊ＋ｉ２ｒψｎｊ－１＋ｉ２ｒψｎｊ＋１　（０≤ｊ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ）， （２４）

ψ０ｊ＝
１

（２π）
１
４
ｅ－

ｘ２ｊ
４（ｊ＝０，１，２，…，Ｍ），ψｎ＋１０ ＝ψｎ＋１Ｍ ＝０（ｊ＝０，１，２，…，Ｍ）． （２５）

本来期望求出ψ（ｘ，ｔ），λ（ｔ） {＝ａｒｇ ｍｉｎ
ψ，λ
Ｊ（ψ，λ }）在约束条件（２２）的解．这里，我们把连续性泛函 Ｊ

（ψ，λ）及约束条件（２２）进行直接离散，使原控制问题变成了求

ψ（ｘｊ，ｔｎ），λ（ｔｎ） {＝ａｒｇｍｉｎ
ψ，λ
Ｊ（ψ（ｘｊ），λ（ｔｎ }））　（０≤ｊ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ）．

在约束条件（２４）的普通优化问题．在求解过程中，考虑到离散公式（２４）－（２６），为便于计算机程序的编写，一

旦向量λ
→
＝（λ（ｔ０），…，λ（ｔＮ））

Ｔ已知，ψ（ｘ，Ｔ）在不同节点ｘｊ的值就可以近似表示出来，于是原控制问题就可以转变

为λ（ｔ） {＝ａｒｇｍｉｎ
λ
Ｊ（λ
→ }） ，最后采用普通的优化方法———内点法求解．最终，找到最优解ψ在特殊节点的近似值．

２２　求解过程
基于上节内容，得到求一维量子控制问题（１）的具体过程为：

（１）定义泛函Ｊ（λ
→
）．

（２）输入ａ＝－８，ｂ＝８，Ｔ，Ｍ，Ｎ，κ，λ，并且计算空间步长ｈ＝ｂ－ａＭ ，时间步长ΔＴ＝
Ｔ
Ｎ．

（３）计算ｘｊ＝ａ＋ｊｈ（ｊ＝０，１，２，…，Ｍ），以及ｔｎ＝ｎΔｔ（ｎ＝０，１，２，…，Ｎ）．
（４）初始条件和边界条件的离散形式为（２５）．
（５）方程（２２）的离散形式为（２４），泛函Ｊ（ψ，λ）的离散形式为（２１）．

（６）将（２４）－（２６）代入（２１）中得Ｊ（ψ，λ）的离散形式Ｊ（λ
→
）．

（７）利用ｆｍｉｎｕｎｃ得到函数ψ（ｘ，ｔ）在节点（ｘｊ，ｔｎ）处的近似值及λ（ｔ）在点和ｔｎ处的近似值，输出结果．

３　数值结果分析

在上一节中，我们已详细介绍了一维量子控制问题的直接离散方法及求解过程．本节将结合数值试验结

果探讨该数值方法的特点．其中Ｔ＝０１，初始的ψ０（ｘ）＝０９５
１

（２π）
１
４
ｅ－
ｘ２
４，λ０为１行Ｎ＋１列且值为１的向量，

期望的ψｄ（ｘ）＝
１

（２π）
１
４
ｅ－
ｘ２
４．针对不同的ｖ（ｘ，λ（ｔ）），通过改变γ和κ的值来考察该数值方法的特点．在计算

中我们取Ｍ ＝４０，Ｎ＝６０，把期望的ψｄ当作准确解，并基于上节的求解过程，进行ＭＡＴＬＡＢ编程，其中计算

ψ（ｘ，Ｔ）－ψｄ（ｘ）
２＝∫

Ω
ψ（ｘ，Ｔ）－ψｄ（ｘ）

２ｄｘ．

首先考虑κ＝１０，ｘ０＝１时，对γ取不同的值，对不同的ｖ（ｘ，λ（ｔ））进行结果分析：
从图１－３可知，无论势函数ｖ（ｘ，λ（ｔ））为哪一种形式，随着γ的减小Ｔ时刻得到的ψ（ｘ，Ｔ）的值均与期

望的ψｄ越来越接近，说明此方法在求解量子控制问题上具有一定的高效性．
再考虑γ＝００１，ｘ０＝１时，考察κ取不同的值的影响，并针对不同的ｖ（ｘ，λ（ｔ））进行结果分析：
从图４－６可知，当κ的值越小时，ψ（ｘ，Ｔ）－ψｄ（ｘ）

２的值越来越小，说明κ的取值越小数值逼近越好．
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　　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　 （ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图１　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２ｘ
２λ（ｔ）时，取不同γ时得到的数值结果
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　　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　 （ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图２　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２ｘ
２（１＋λ（ｔ））时，取不同γ时得到的数值结果
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　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　　（ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图３　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２（ｘ－λ（ｔ）ｘ０）
２时，取不同γ时得到的数值结果
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　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　　（ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图４　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２ｘ
２λ（ｔ）时，取不同κ时得到的数值结果
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　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　　（ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图５　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２ｘ
２（１＋λ（ｔ））时，取不同κ时得到的数值结果
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　　　　（ａ）λ（ｔ）的结果　　　　　　　　　　　　（ｂ）ψ（ｘ，Ｔ）的结果

图６　当ｖ（ｘ，λ（ｔ））＝１２（ｘ－λ（ｔ）ｘ０）
２时，取不同κ时得到的数值结果

４　小结与展望

在本文中，理论上我们用相关变分法理论推出量子控制问题满足的 Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．数值上主要
考虑了一维量子控制问题中一种特殊而又相对重要的情况：如何最优地把激发态解操控至基态解．针对此问
题，提出一种直接离散方法：先把连续性泛函及约束条件离散，使量子控制泛函极小值约束问题转化为普通

的优化问题，然后采用普通的优化方法求解．重点讨论对一维量子控制问题进行直接离散，把量子最优控制
问题转化为普通的优化问题，在求解过程中，大大简化了计算量．基于 γ和 κ的值的变化，运用 ＭＡＴＬＡＢ编
写程序将其所得的数值结果与期望结果进行比较，验证了这一直接离散方法在求解此类问题模型具有一定

的高效性．
针对本文所考虑的问题模型，仍有很多方面值得我们做进一步研究：还可以考虑高维问题的直接离散，

泛函及约束条件的直接离散还可以考虑高阶高效的数值方法时间分裂谱方法等．相信未来，这一直接离散方
法可以在更一般的控制模型问题中得到更加广泛的应用．

参考文献：

［１］ＴＡＲＮＴＪ，ＨＵＡＮＧＧ，ＣＬＡＲＫＪＷ．Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇｏｆｑｕａｎｔｕｍｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，１９８０，１
（１）：１０９－１２１．

［２］ＢＥＮＮＲＴＴＣＨ，ＤＩＶＩＮＣＥＮＺＯＤＰ．Ｑｕａｎｔｕｍｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｎａｔｕｒｅ，２０００，４０４（６７７５）：２４７－２５５．
［３］ＤＯＨＥＲＴＹＡ，ＤＯＹＬＥＪ，ＭＡＢＵＣＨＩＨ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｃｏｎｔｒｏｌｉｎｔｈｅｑｕａｎｔｕｍｄｏｍａｉｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ

ｏｎＤｅｃｉｓｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００１，１：９４９－９５４．
［４］陈宗海，董道毅．量子控制实验研究进展［Ｊ］．量子电子学报，２００４，２１（１）：１－６．
［５］陈宗海，董道毅．量子系统科学的重要分支：量子控制论［Ｊ］．世界科技研究与发展，２００５，２７（５）：７．
［６］ＤＯＮＧＤ，ＰＥＴＥＲＳＥＮＩＲ．Ｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ：Ａｓｕｒｖｅｙ［Ｊ］．ＩＥＴＣｏｎｔｒｏｌＴｈｅｏｒｙ＆Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，

４（１２）：２６５１－２６７１．

９３１第１期　　　　　　　　　　　　梅自艳，王汉权：求解量子控制问题的一种直接离散方法



［７］ＰＥＩＲＣＥＡＰ，ＤＡＨＬＥＨＭＡ，ＲＡＢＩＴＺＨ．Ｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｏｆｑｕａｎｔｕｍ－ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ：Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ，ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｐｐｒｏｘｉｍａ
ｔｉｏｎ，ａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＡ，１９８８，３７（１２）：４９５０．

［８］Ｄ′ＡＬＥＳＳＡＮＤＲＯｌＤ，ＤＡＨＬＥＨＭ．Ｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｏｆｔｗｏ－ｌｅｖｅｌｑｕａｎｔｕｍｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎ
ｔｒｏｌ，２００１，４６（６）：８６６－８７６．

［９］ＷＵＲ，ＬＩＣ，ＷＡＮＧＹ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙｓｏｌｖａｂｌｅｅｘｔｒｅｍａｌｓｏｆｔｉｍｅｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒ２－ｌｅｖｅｌｑｕａｎｔｕｍｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ
Ａ，２００２，２９５（１）：２０－２４．

［１０］ＰＥＴＥＲＳＳＯＮＮＡ，ＧＡＥＣＩＡＦＭ，ＣＯＰＥＬＡＮＤＡＥ，ｅｔａｌ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｄｊｏｉｎｔｓｆｏｒＡｃｃｕｒａｔｅＮｕｍｅｒｉｃａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｔｏＱｕａｎｔｕｍＣｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．２０２０，１－３８．

［１１］ＢＯＳＣＡＩＮＵ，ＳＩＧＡＬＯＴＴＩＭ，ＳＵＧＮＹＤ．ＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＱｕａｎｔｕｍＯｐｔｉｍａｌＣｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．２０２０，１－３７．［１２］
薛拾贝，吴热冰．求解量子系统时间最优控制问题的同伦算法研究［Ｊ］．控制理论与应用，２０１７，３４（１１）：６．

［１３］ＤＯＮＧＤ，ＸＩＮＧＸ，ＭＡＨ，ｅｔａｌ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｑｕａｎｔｕｍｒｏｂｕｓｔｃｏｎｔｒｏｌ：Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
［Ｊ］．ＱｕａｎｔｕｍＰｈｙｓｉｃｓ，２０２０，５０（８）：３５８１－３５９３．

［１４］ＧＡＲＤＮＥＲＬＲＴ，ＧＡＲＤＮＥＲＧＡ，ＺＡＫＩＳＩ，ｅｔａｌ．Ｂ－ｓｐｌｉｎｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｔｕｄｉｅｓｏｆｔｈｅｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９３，１０８（３－４）：３０３－３１８．

［１５］ＨＡＲＦＡＳＨＡＪ．Ｈｉｇｈａｃｃｕｒａｃｙｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍｉｃｒｏｓｃａｌｅｈｅａｔｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕ
ｔａｔｉｏｎａｌ＆ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００８，２２０（１－２）：３３５－３４６．

［１６］ＡＢＢＡＳＢＡＮＤＹＳ，ＧＨＥＨＳＡＲＥＨＨＲ，ＡＬＨＵＴＨＡＬＩＭＳ，ｅｔａｌ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅｓｈｌｅｓｓｌｏｃａｌｗｅａｋａｎｄｓｔｒｏｎｇｆｏｒｍｓｂａｓｅｄｏｎｐａｒｔｉ
ｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒａｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌ２－Ｄｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＡｎａｌｙｓｉｓｗｉｔｈＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔｓ，２０１４，３９（１）：１２１－１２８．

［１７］ＢＡＯＷ，ＷＡＮＧＨ．ＧｒｏｕｎｄｓｔａｔｅｓａｎｄｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇＢｏｓｅ－Ｅｉｎｓｔｅｉｎｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，
２０１６，１７：６１２－６２６．

［１８］ＳＨＥＮＪ，ＴＡＮＧＴ，ＷＡＮＧＬＬ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ：Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．ＳｐｒｉｎｇｅｒＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｂｕｓｉｎｅｓｓ
Ｍｅｄｉａ，２０１１：１４１－１７９．

［１９］王汉权，成蓉华．微分方程数值方法———有限差分法［Ｍ］．北京：科学出版社，２０２０．
［２０］马昌凤．最优化方法及其Ｍａｔｌａｂ程序设计［Ｍ］．北京：科学出版社，２０１０：１４－７２．
［２１］ＨＯＨＥＮＥＳＴＥＲＵ．ＯＣＴＢＥＣ－ＡＭａｔｌａｂｔｏｏｌｂｏｘｆｏｒｏｐｔｉｍａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌｏｆＢｏｓｅ－Ｅｉｎｓｔｅｉｎｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

ＰｈｙｓｉｃｓＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１４，１８５（１）：１９４－２１６．
［２２］ＧＥＯＲＹＪ，ＨＯＨＥＮＥＳＴＥＲＵ．ＯｐｔｉｍａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌｏｆＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓｉｎｍａｇｎｅｔｉｃｍｉｃｒｏｔｒａｐｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅ

ｖｉｅｗＡ，２００７，８８（３）：１－１０．
［２３］ＢＣＫＥＲＲ，ＢＥＲＲＡＤＡＴ，ＦＲＡＮＫＳＶ，ｅｔａｌ．ＶｉｂｒａｔｉｏｎａｌｓｔａｔｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｏｆａＢｏｓｅ－Ｅｉｎｓｔｅｉｎｃｏｎｄｅｎｓａｔｅ：ｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌａｎｄ

ｓｔａｔｅｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓＢＡｔｏｍｉｃＭｏｌｅｃｕｌａｒＯｐｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１２，４６（１０）：１０４０１２．
［２４］ＤＡＶＩＧ．ＬＵＥＮＢＥＲＧＥＲ．Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｂｙｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅｍｅｔｈｏｄｓ［Ｍ］．ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆ＳｏｎｓＩｎｃ，１９６９：１７１－１７５．

ＡＤｉｒｅｃｔＤｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＳｏｌｖｉｎｇＱｕａｎｔｕｍＣｏｎｔｒｏｌＰｒｏｂｌｅｍｓ

ＭＥＩＺｉｙａｎ１，ＷＡＮＧＨａｎｑｕａｎ１，２

（１ＳｃｈｏｏｌｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＹｕｎｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＦｉｎａｎｃｅａｎｄＥｃｏｎｏｍｉｃｓ，Ｋｕｎｍｉｎｇ６５０２２１，Ｃｈｉｎａ；
２ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＹｕｎｎａｎＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，ｋｕｎｍｉｎｇ，６５０５０４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌ，ａｓａｎｅｗｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙｓｕｂｊｅｃｔ，ｈａｓｍａｎｙｐｏｉｎｔｓｔｏｂｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｍｏｄｅｌｏｆｈｏｗｔｏｏｐｔｉｍａｌｌｙｍａｎｉｐｕｌａｔｅｔｈｅｅｘｃｉｔｅｄｓｔａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｔｈｅｇｒｏｕｎｄｓｔａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓａｐｒｏｂｌｅｍｔｏ
ｂｅｓｏｌｖｅｄ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｄｉｒｅｃｔｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ：Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｉｓｄｉｒｅｃｔｌｙｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｂｙｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｉｔｂｅａｎｏｒｄｉｎａｒｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｏｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｏｒｄｉｎａｒｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ．Ｆｉ
ｎａｌｌｙ，ｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈＭＡＴＬＡＢｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｉｓｄｉｒｅｃｔｍｅｔｈｏｄｉｓｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｎｓｏｌ
ｖｉｎｇｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｑｕａｎｔｕｍｃｏｎｔｒｏｌ；Ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ；Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ；Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

（责任编辑　杨柱元）

０４１ 云南民族大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　　　　第３３卷




