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Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数下非对称相似度计算及其应用
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摘要：稀疏性是推荐算法存在的问题之一，解决稀疏性问题的常用方法是矩阵分解，矩阵分解结

合用户相似度可以提高推荐的准确率，但是传统的相似度计算方法并未考虑用户对项目评分数

量的差异，因此构建的相似度矩阵是对称的．针对这一问题，结合 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数，给出一种新
的计算方法———用户非对称相似度．在考虑用户对相同项目评分的同时，计算用户间评分相同的
项目数与用户所有评分项目数的比值，以此拉近用户之间相似的程度，且得到用户之间的非对称

关系．其次，利用用户非对称相似度方法计算用户间相似度矩阵，将相似度矩阵与用户评分矩阵
融入到概率矩阵分解框架中，实现用户的社会化推荐．在公开数据集上测试，结果显示改进的非
对称相似度公式相比传统的相似度计算公式，在稀疏的数据集上进行社会化推荐能得到更准确

的推荐结果．
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　　随着社会科技的快速发展，我们已经进入５Ｇ时代，社交媒体是人们生活必不可少的一部分，每天在其
上产生与传播的信息不计其数［１］，为了向不同用户推荐合适的信息，个性化推荐应运而生［２］．一种专门针对
用户的个性化推荐服务系统［３］进入了人们的视野，许多学者对其进行研究并改进．社会化推荐［４］的推荐方法

有很多，协同过滤［５］（ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇ，简称ＣＦ）是应用较多的算法之一，ＣＦ又分为基于内存 （ｍｅｍｏｒｙ－
ｂａｓｅｄｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，简称ｍｅｍｏｒｙ－ｂａｓｅｄＣＦ）和基于模型 （ｍｏｄｅｌ－ｂａｓｅｄｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，简称Ｍｏｄｅｌ－ｂａｓｅｄＣＦ）的推荐算法［６］．相似度的计算对推荐算法有重要作用，本文聚焦于用户相
似度的度量的研究．

度量相似度的传统方法，包括 Ｊａｃｃａｒｄ相似度、余弦相似度、Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数等［４，７］．文献［７］针对在稀
疏数据集上使用传统相似性度量方法计算用户相似性时仅利用共同评级项目的评分这一问题，提出了基于

邻域的协同过滤相似性度量方法（ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙｙａｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇ，简称 ＢＣＦ），ＢＣＦ方法在定
位稀疏评级数据集中目标用户的邻居时全面地利用所有评级信息．因此，在稀疏数据上，ＢＣＦ方法可以可靠
的为目标用户提供推荐．Ｌｉｕ等［８］提出了一种基于ＰＩＰ测量的相似性度量方法．考虑到不同的用户具有不同
的评判标准，改进的相似性度量考虑了２个用户之间的共同评级的比例，使用评级的均值和方差来描述用户
的评级偏好．实验结果显示该方法可以获得比大多数其他方法更好的性能．武聪等［９］基于用户标签与评分

建立了用户标签相似度，基于Ｊａｃｃａｒｄ相似度计算用户相似度，再将２个相似度结合进行矩阵分解，提出了
ＵＴａｇＪＭＦ算法．李一野等［１０］针对传统余弦相似度计算方法对数值不够敏感这一问题，使用调整余弦相似度，

在将数据转换为特征矩阵时采用了神经网络的方法，数据经嵌入层映射后进行转换，减小了训练过程中负样

本造成的不利影响，提高了稀疏性下数据分类的准确率．陈功平等［１１］在传统的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数下引进了热
门项目这一度量指标，但因为热门项目在相似度计算中影响较小，他们采用了评价数量作为热门项目的度量

指标，同时针对共同评价项目过少这一问题设置了惩罚阈值，对Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数进行了改进，实验结果显示



改进的相关系数比原来的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数在预测评分的准确率更高．虽然目前结合用户相关关系进行推荐
的算法很多，计算相似度的改进方法也很多，但是大多都停留在对称相似度的计算上，并不能体现用户间的

差异．

１　相关理论基础

１１　矩阵分解
在推荐系统中，用户集Ｉ对项目集Ｊ的打分一般用一个二维矩阵Ｒ表示，Ｒｉｊ的含义为用户 ｉ给项目 ｊ的

评分值，没有给出评分的记为０或ｎｕｌｌ．评分预测的目的就是要将这些０值补全，因此可以使用矩阵分解的
方法．矩阵分解［１２］（ｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，简称ＭＦ），顾名思义就是把一个用户评分矩阵 Ｒ分解为一个用户特
征矩阵Ｕ与一个项目特征矩阵Ｖ的乘积，即

Ｒ＝Ｕ×Ｖ． （１）
分解后对未评分项的预测值为：

ｒ^ｉｊ＝ｕ
Ｔ
ｉｖｊ＝∑

Ｋ

ｋ＝１
ｕｉｋｖｋｊ． （２）

损失函数采用式（３）：

ｅ２ｉｊ＝（ｒｉｊ－ｒ^ｉｊ）
２ (＝ ｒｉｊ－∑

Ｋ

ｋ＝１
ｕｉｋｖ )ｋｊ ２

． （３）

用梯度下降对损失函数最小化：

ｅ２ｉｊ
ｕｉｋ
＝－２（ｒｉｊ－ｒ^ｉｊ）ｖｋｊ＝－２ｅｉｊｖｋｊ，

ｅ２ｉｊ
ｖｋｊ
＝－２（ｒｉｊ－ｒ^ｉｊ）ｕｉｋ＝－２ｅｉｊｕｉｋ （４）

更新之后的ｕ′ｉｋ，ｖ′ｋｊ如下：

ｕ′ｉｋ＝ｕｉｋ－α
ｅ２ｉｊ
ｕｉｋ
＝ｕｉｋ＋２αｅｉｊｖｋｊ，
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ｖｋｊ
＝ｖｋｊ＋２αｅｉｊｕｉｋ

（５）

矩阵分解有２个特点：１）可以得到用户偏好和项目特征；２）降低了评分矩阵的维度．
１２　概率矩阵分解

在ＭＦ方法的基础上，概率矩阵分解［１３］（ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｍａｔｒｉｘａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，简称ＰＭＦ）增加正则项来防止过
拟合，并假设评分矩阵Ｒ中的元素Ｒｉｊ是由用户偏好向量Ｕｉ和项目特征向量Ｖｊ的内积所决定的，且服从均值
为ＵＴｉＶｊ，方差为σ

２的正态分布，即

Ｒｉｊ～Ｎ（Ｕ
Ｔ
ｉＶｊ，σ

２）． （６）
则可观测到评分矩阵Ｒ的条件概率为：
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Ｍ
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Ｎ
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假设Ｕ和Ｖ均服从均值为０的球形高斯先验，则：

ｐ（Ｕ｜σ２Ｕ）＝∏
Ｍ
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２
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由贝叶斯推断，可以得到Ｕ和Ｖ的联合后验概率分布为：
ｐ（Ｕ，Ｖ｜Ｒ，σ２Ｒ，σ

２
Ｕ，σ

２
Ｖ）∝ｐ（Ｒ｜Ｕ，Ｖ，σ

２
Ｒ）ｐ（Ｕ｜σ

２
ｕ）ｐ（Ｖ｜σ

２
Ｖ）

＝∏
Ｍ

ｉ＝１
∏
Ｎ

ｊ＝１
Ｎ（ＵＴｉＶｊ，σ

２
Ｒ）
ＩＲｉｊ×∏

Ｍ

ｉ＝１
Ｎ（Ｕｉ｜０，σ

２
ＵＩ）×∏

Ｎ

ｊ＝１
Ｎ（Ｖｊ｜σ

２
ＶＩ）． （９）

对等式两边取对数可以得到
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Ｓａｌａｋｈｕｔｄｉｎｏｖ等［１２］在以上的基础上使用逻辑函数 ｇ（ｘ）＝１／（１＋ｅ－ｘ）将预测值（ＵＴｉＶｊ）限定在区间［０，
１］内．他们得到的条件概率分布为：

ｐ（Ｒ｜Ｕ，Ｖ，σ２Ｒ）＝∏
Ｍ
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同时他们使用函数ｆ（ｘ）＝（ｘ－１）／（Ｒｍａｘ－１）将评分限制在［０，１］内．
１３　相似度计算方法

余弦相似度：将用户ｉ对所有项目的评分看作一个向量，则所有评分够成了 ｎ维项目空间上的向量，通
过计算两向量间夹角余弦值来度量两用户间的相似程度［１３］，夹角越小，余弦值就越接近１，相似度就越大．
余弦相似度取值范围为［０，１］，计算公式如下．

Ｃｏｓ（ｘ，ｙ）＝
∑
ｉ∈Ｉ
ｒｘ，ｉ·ｒｙ，ｉ

∑
ｉ∈Ｉ
（ｒｘ，ｉ）槡

２ ∑
ｉ∈Ｉ
（ｒｙ，ｉ）槡

２
． （１２）

其中，Ｉ为全部评分数据集，ｒｘ，ｉ，ｒｙ，ｉ分别表示用户ｘ和ｙ对项目ｉ的评分值．由于评分矩阵中零值较多，用公式
（１２）对相似度进行计算，导致误差变大．例如，两个用户 ｘ和 ｙ分别对物品 ｉ和 ｊ进行评分（５分制），ｘ的评
分为（５，４），ｙ的评分为（２，１），使用余弦相似度得到Ｃｏｓ（ｘ，ｙ）＝０９８，从计算结果上看用户 ｘ和 ｙ是极为相
似的，但是从用户评分可以很容易的看出用户ｘ相对于用户ｙ更加喜欢这两个物品．因此余弦相似度对数据
的不敏感性容易导致不准确的预测．

调整余弦相似度：考虑到余弦相似度对数值的不敏感，为了修正这种不合理性，将用户的评分均值考虑

进来，便得到了调整余弦相似度，取值范围为［－１，１］，公式如下．

Ａｃｏ（ｘ，ｙ）＝
∑
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２
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其中，ｒ－ｘ和 ｒ
－
ｙ分别表示用户ｘ和ｙ评分的均值．在上面的例子中，若 ｒ

－
ｘ＝３，ｒ

－
ｙ＝２则根据改进的余弦相似度

公式，Ａｃｏ（ｘ，ｙ）＝－０４５，相似度为负值，更加符合实际．
Ｊａｃｃａｒｄ相似度：Ｊａｃｃａｒｄ相似度主要应用在布尔值或符号度量的个体间相似度计算上，取值范围为［０，

１］，如式（１４）所示．

Ｊａｃ（ｘ，ｙ）＝Ｎ（ｘ）∩Ｎ（ｙ）Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）
． （１４）

其中，Ｎ（ｘ）∩Ｎ（ｙ）表示用户ｘ和用户ｙ共同有评分的项目数量，Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）表示用户ｘ与用户ｙ评分项目
数量的并集．该方法的缺点就是元素的取值只能是０或１，不能利用用户更丰富的评分信息，也没有将用户
的具体评分值考虑进去．

Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数取值范围为［－１，１］，如式（１５）所示．

Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）＝
∑
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（ｒｘ，ｉ－ｒ
－
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槡
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Ｉｘｙ表示用户ｘ与用户ｙ共同评分的项目集，Ｉｘ为用户 ｘ的评分项目集，Ｉｙ为用户 ｙ的评分项目集．Ｐｅａｒ
ｓｏｎ相关系数计算时考虑的是用户ｘ与用户ｙ的共同评分集，去除了未评分项目的影响，但是该方法在计算
时使用的是用户对项目的绝对评分值，忽略了对共同评分项目数量上的比例依赖关系［１４］．
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２　相似度计算方法改进

无论是以上介绍的哪个公式，计算得到的用户间相似度都是对称的，即任意２个用户ｘ和ｙ之间的相似
度ｓｉｍ（ｘ，ｙ）和ｓｉｍ（ｙ，ｘ）是一样的，但是在实际场景中，由于不同用户所评分的项目和评分的项目数不
同［１５］，相似度ｓｉｍ（ｘ，ｙ）和ｓｉｍ（ｙ，ｘ）通常是不相等的．比如用户ｘ对电影１，２，３，４进行了评分，用户ｙ对电影
２，３，６进行了评分，则由表计算可得，ｓｉｍ（ｘ，ｙ）和ｓｉｍ（ｙ，ｘ）是不一样的．

表１　非对称相似度计算举例

用户 评分电影编号 相同项目比例

ｘ １，２，３，４ １／２
ｙ ２，３，６ ２／３

余弦相似度公式在度量用户间相似程度时没有考虑

到用户的评分等级差异，往往会把２个不相似的用户视为
有相同的兴趣爱好．而调整余弦相似度和 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系
数则将用户的评分均值结合进来，规避了评分等级区别大

这一问题，且得到的值有正有负，相比余弦相似度更加符

合实际情况，但是得到的相似度矩阵仍然是对称的．Ｊａｃｃａｒｄ相似度则是对用户都对同一项目进行观看、浏
览、点击等行为来进行度量，即２个用户都观看过同一部电影，且计算Ｊａｃｃａｒｄ相似度时取值只能是０或１，并
没有考虑用户的具体评分值，因此同样具有同余弦相似度一样的缺点．

基于以上考虑，针对Ｊａｃｃａｒｄ相似度和Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的优点与存在的不足，对相似度公式进行改进．
定义１　通过对现有方法的分析，定义一种新的相似度计算方法，称为ＰＳＲ相关系数，其计算公式如下．
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槡
２
，Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）≠；

Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）＝
∑
ｉ∈Ｉｘｙ

（ｒｘ，ｉ－ｒ
－
ｘ）（ｒｙ，ｉ－ｒ

－
ｙ）

∑
ｉ∈Ｉｘ

（ｒｘ，ｉ－ｒ
－
ｘ）

槡
２ ∑

ｉ∈Ｉｙ

（ｒｙ，ｉ－ｒ
－
ｙ）

槡
２
，Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）＝













 ．

（１６）

其中，ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）Ｎ（ｘ） ，ｓ（ｙ，ｘ）＝Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）Ｎ（ｙ） 这里Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）表示用户ｘ与用户ｙ对项目评分相同的个

数，Ｎ（ｘ）代表用户ｘ评分项目的总数量．ｓ（ｘ，ｙ）计算得到的是用户ｘ与用户ｙ评分相同的项目数量占用户ｘ
所有评分项目数量的比例，反之，ｓ（ｙ，ｘ）计算得到的是用户ｘ与用户ｙ评分相同的项目数量占用户ｙ所有评
分项目数量的比例．当用户有评分相同的项目时，在 Ｐｅａｒｓｏｎ相似度前乘上 ｓ（ｘ，ｙ），用户之间的非对称关系
由用户的所有评分项目数解释，实际相似程度由两用户相同评分项目数来修正；当没有评分相同的项目时，

用Ｐｅａｒｓｏｎ系数填充．
引理１　ＰＳＲ相关系数的取值范围为［－１，１］．
证明　（１）当Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）≠时，ＰＳＲ（ｘ，ｙ）＝ｓ（ｘ，ｙ）·Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）．
①Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）＝Ｎ（ｘ）＝Ｎ（ｙ），即ｘ与ｙ评分与评分项数完全相同时，ｓ（ｘ，ｙ）＝１，此时ｒｘ，ｉ＝ｒｙ，ｉ，ｒ

－
ｘ＝ｒ

－
ｙ，

因此Ｐｅａｒ＝１，ＰＳＲ＝１；
②Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）Ｎ（ｘ）（Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）Ｎ（ｙ）），即ｘ与ｙ有评分相同的项，０＜ｓ（ｘ，ｙ）＜１，当ｘ与ｙ出现评

分极端的情况下，即ｒｘ，ｉ≡５，ｒｙ，ｉ≡０（ｒｘ，ｉ≡０，ｒｙ，ｉ≡５）时，Ｐｅａｒ＝－１，因此 Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）∈［－１，０）∪（０，１］，因此
ＰＳＲ（ｘ，ｙ）∈（－１，０）∪（０，１］．

（２）当Ｉ（ｘ）∩Ｉ（ｙ）＝时，ＰＳＲ（ｘ，ｙ）＝Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）：当Ｉｘｙ＝时，即ｘ与ｙ没有共同评分项目，此时Ｐｅａｒ＝
０，在（１）中已证明Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）∈［－１，０）∪（０，１］，因此Ｐｅａｒ（ｘ，ｙ）∈［－１，１］．

综上，ＰＳＲ（ｘ，ｙ）∈［－１，１］．证毕
例如有５个用户（ｕｉ，ｉ＝１，…，５）对４个项目（ｖｊ，ｊ＝１，…，４）的评分如表２所示，用户未对项目进行评分

的用表示．
对表２采用公式（１２）～（１６）计算其相似度如表３～表７所示：
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表２　用户－项目评分表

项目用户 ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４
ｕ１ １  ２ ３
ｕ２   ２ １
ｕ３ ５ １  ３
ｕ４ １   １
ｕ５  ３ ５ 

表３　用户ｕ１与其它用户的相似度

用户方法 ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５
Ｃｏｓ ０８３７ ０６３２ ０７５６ ０４５８
Ａｃｏｓ ０５５６ ０３７６ ０３９７ －０２７７
Ｊａｃｃａｒｄ ０６６７ ０５ ０６６７ ０２５０
Ｐｅａｒｓｏｎ ０４７３ －００４８ ０４２６ ０２８６
ＰＳＲ ０１５８ －００１６ ０１４２ ０２８６

表４　用户ｕ２与其它用户的相似度

用户方法 ｕ１ ｕ３ ｕ４ ｕ５
Ｃｏｓ ０８３７ ０２２７ ０３１６ ０７６７
Ａｃｏｓ ０５５６ －０４２２ ０４８６ －００５５
Ｊａｃｃａｒｄ ０６６７ ０２５０ ０３３３ ０３３３
Ｐｅａｒｓｏｎ ０４７３ ００４７ ０１３９ ０９３０
ＰＳＲ ０２３７ ００４７ ００６９ ０９３０

表５　用户ｕ３与其它用户的相似度

用户方法 ｕ１ ｕ２ ｕ４ ｕ５
Ｃｏｓ ０６３２ ０２２７ ０９５６ ００８７
Ａｃｏｓ ０３７６ －０４２２ ０３６４ －０６４１
Ｊａｃｃａｒｄ ０５００ ０２５０ ０６６７ ０２５０
Ｐｅａｒｓｏｎ －００４８ ００４７ ０７９５ －０１２７
ＰＳＲ －０１６１ ００４７ ０７９５ －０１２７

表６　用户ｕ４与其它用户的相似度

用户方法 ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ５
Ｃｏｓ ０７５６ ０３１６ ０９５６ ０　
Ａｃｏｓ ０３９７ ０４８６ ０３６４ －０７６６
Ｊａｃｃａｒｄ ０６６７ ０３３３ ０６６７ ０
Ｐｅａｒｓｏｎ ０４２６ ０１３９ ０７９５ ０
ＰＳＲ ０２１３ ００６９ ０７９５ ０

表７　用户ｕ５与其它用户的相似度

用户方法 ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４
Ｃｏｓ ０４５８ ０７６７ ００８７ ０　
Ａｃｏｓ －０２７７ －００５５ －０６４１ －０７６６
Ｊａｃｃａｒｄ ０２５０ ０３３３ ０２５０ ０
Ｐｅａｒｓｏｎ ０２８６ ０９３０ －０１２７ ０
ＰＳＲ ０２８６ ０９３０ －０１２７ ０

由表２可知，用户ｕ１与ｕ２对４个项目的评分分别为（１，，２，３）和（，，２，１），有２个共同评分项目，但
只有一项评分相同的项目，对项目ｖ４的评分上出现了差异，因此２个用户评分相似度不会很高，而由表３可得
传统的４种方法得到的相似度都高于０４７，即传统方法会得到无论２个用户评分有多大差异，都可能得到较高
的相似度．本文方法得到ｓｉｍ（ｕ１，ｕ２）＝０１５８，从评分项目的数量上来看ｕ１与ｕ２的相似度是非对称的．用户ｕ３
与ｕ４的评分分别（５，１，，３）和（１，，，１），与ｕ１都有两项共同评分项，其中一项评分相同的项目，但是ｕ１与
ｕ３对ｖ１评分分别为１、５，而ｕ１与ｕ４对ｖ４评分分别为３、１，前者差异更大．因此ｕ１与ｕ３、ｕ４相似度不会很高，且
前者小于后者，但余弦、Ｊａｃｃａｒｄ得到的相似度都大于０５，调整余弦都为正数．本文方法得到的相似度分别为－
００１６、０１４２，ｕ１与ｕ３评分差异大，相似度为负数更合理．综合来看，本文的方法得到的相似度更加准确．

３　在社会化推荐中的应用

iUkA

ikS

Uσ

k=1,�,m i=1,�,m

图１　用户相似度概率模型图

３１　模型建立
假设用户集用 Ｕ＝｛ｕｋ｝

ｍ
ｋ＝１表示，用户间关联关系用集合 Ｅ表

示，则用户点与关系边构成图Ｇ＝（Ｕ，Ｅ）．由图Ｇ可得到用户的相
关关系矩阵Ｓ＝｛ｓｉｋ｝（ｉ，ｋ＝１，２，…，ｍ），对ｕｉ、ｕｋ∈Ｕ，如果 ｕｉ和
ｕｋ相关，则连接ｕｉ与ｕｋ的边的权重为ｓｉｋ∈（０，１］，如果ｕｉ和ｕｋ不
相关，则ｓｉｋ＝０．

用户相似度概率模型如图１所示．
为了得到矩阵Ｓ中缺失的值，对矩阵Ｓ进行分解以降低维度，

得到降维之后的潜在特征矩阵Ｕ和Ａ，而求解Ｕｉ和Ａｋ的关键元素

是相似权重ｓｉｋ，定义Ｓ的后验概率分布如下．

ｐ（Ｓ｜Ｕ，Ａ，σ２Ｓ）＝∏
Ｍ

ｉ＝１
∏
Ｍ

ｋ＝１
［Ｎ（ｓｉｋ｜ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ），σ

２
Ｓ）］

ＩＳｉｋ． （１７）
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其中，ＩＳｉｋ为指示函数，若ｓｉｋ∈（０，１］，则值为１，否则为０．
此时，结合矩阵Ｓ和矩阵Ｒ进行联合分解，其概率模型如图２所示．Ｕ，Ｖ，Ａ的联合后验概率分布表示为：
ｐ（Ｕ，Ｖ，Ａ｜Ｒ，Ｓ，σ２Ｒ，σ

２
Ｓ，σ

２
Ｕ，σ

２
Ｖ，σ

２
Ａ）∝ｐ（Ｒ｜Ｕ，Ｖ，σ

２
Ｒ）ｐ（Ｓ｜Ｕ，Ａ，σ

２
Ｓ）·ｐ（Ｕ｜σ

２
Ｕ）ｐ（Ｖ｜σ

２
Ｖ）ｐ（Ａ｜σ

２
Ａ）＝

∏
Ｍ

ｉ＝１
∏
Ｎ

ｊ＝１
［Ｎ（Ｒｉｊ｜ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ），σ

２
Ｒ）］

ＩＲｉｊ×∏
Ｍ

ｉ＝１
∏
Ｍ

ｋ＝１
［Ｎ（Ｓｉｋ｜ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ），σ

２
Ｓ）］

ＩＳｉｋ×∏
Ｍ

ｉ＝１
Ｎ（Ｕｉ｜０，σ

２
ＵＩ）

×∏
Ｎ

ｊ＝１
Ｎ（Ｖｊ｜０，σ

２
ＶＩ）×∏

Ｍ

ｋ＝１
Ｎ（Ａｋ｜０，σ

２
ＡＩ）． （１８）

对（１８）式两边取对数后可以得到：

ｌｎｐ（Ｕ，Ｖ，Ａ｜Ｒ，Ｓ，σ２Ｒ，σ
２
Ｓ，σ

２
Ｕ，σ

２
Ｖ，σ

２
Ａ）＝－

１
２σ２Ｒ
∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ＩＲｉｊ（Ｒｉｊ－ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ））

２

－ １
２σ２Ｓ
∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｋ＝１
ＩＳｉｋ（Ｓｉｋ－ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ））

２－ １
２σ２Ｕ
∑
Ｍ

ｉ＝１
ＵＴｉＵｉ－

１
２σ２Ｖ
∑
Ｎ

ｊ＝１
ＶＴｊＶｊ－

１
２σ２Ａ
∑
Ｍ

ｋ＝１
ＡＴｋＡｋ

－ (１２∑Ｍｉ＝１∑
Ｎ

ｊ＝１
ＩＲｉ )ｊ ｌｎσ２Ｒ－ (１２ ∑Ｍｉ＝１∑

Ｍ

ｋ＝１
ＩＳｉ )ｋ ｌｎσ２Ｓ－１２（ｍｄｌｎσ２Ｕ＋ｎｄｌｎσ２Ｖ＋ｍｄｌｎσ２Ａ）＋Ｃ． （１９）

其中Ｃ是不依赖参数的常量．

U
σAσ

kA iU V

ikS R

Vσ

Sσ
Rσ

k=1,�,m
i=1,�,m

j

j=1,�,n

图２　结合相似度的概率矩阵分解模型图

要求式（１８）的概率，可转化为求式（２０）的最小化．

Ｅ（Ｒ，Ｓ，Ｕ，Ｖ，Ａ）＝１２∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ＩＲｉｊ（Ｒｉｊ－ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ））

２＋
λＳ
２∑

Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｋ＝１
ＩＳｉｋ（Ｓｉｋ－ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ））

２＋

λＵ
２ Ｕ

２
Ｆ＋
λＶ
２ Ｖ

２
Ｆ＋
λＡ
２ Ａ

２
Ｆ． （２０）

其中，λＳ＝
σ２Ｒ
σ２Ｓ
，λＵ＝

σ２Ｒ
σ２Ｕ
，λＶ＝

σ２Ｒ
σ２Ｖ
，λＡ＝

σ２Ｒ
σ２Ａ
，· ２

Ｆ表示Ｆ范数．用式（２０）分别对Ｕ，Ｖ，Ａ求偏导得式（２１），以计算

式（２０）的最小值．
Ｅ
Ｕｉ
＝∑

ｎ

ｊ＝１
ＩＲｉｊｇ′（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ）（ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ）－Ｒｉｊ）Ｖｊ＋λＳ∑

ｍ

ｋ＝１
ＩＳｉｋｇ′（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ）（ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ）－Ｓｉｋ）Ａｋ＋λｕＵｉ，

Ｅ
Ｖｊ
＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＩＲｉｊｇ′（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ）（ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＶｊ）－Ｒｉｊ）Ｕｉ＋λＶＶｊ，

Ｅ
Ａｋ
＝λＳ∑

ｍ

ｉ＝１
ＩＳｉｋｇ′（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ）（ｇ（Ｕ

Ｔ
ｉＡｋ）－Ｓｉｋ）Ｕｉ＋λＡＡｋ．

（２１）

其中：ｇ′（ｘ）＝ｇ（ｘ）（１－ｇ（ｘ））是逻辑函数ｇ（ｘ）的导数．
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３２　算法步骤
算法：基于ＰＳＲ用户相似度的社会化推荐算法
输入：用户评分数据集

输出：用户相似度矩阵Ｓ和预测评分矩阵Ｒ′
Ｓｔｅｐ１　根据导入的数据集生成用户评分矩阵Ｒ
Ｓｔｅｐ２　根据评分矩阵Ｒ利用公式（１６）计算用户相似度矩阵Ｓ
Ｓｔｅｐ３　使用函数ｆ（ｘ）＝ｘ／Ｒｍａｘ对评分矩阵归一化处理
Ｓｔｅｐ４　随机初始化特征矩阵Ｕ，Ｖ，Ａ，迭代次数Ｌ
Ｓｔｅｐ５　根据公式（２１）对梯度ＵＬ＋１ｉ ，Ｖ

Ｌ＋１
ｊ ，Ａ

Ｌ＋１
ｋ 进行更新

Ｓｔｅｐ６　求损失函数Ｅ（Ｒ，Ｓ，Ｕ，Ｖ，Ａ），ｕｎｔｉｌＥ（Ｌ）－Ｅ（Ｌ－１）＜ε返回Ｕ，Ｖ，Ａ
Ｓｔｅｐ７　根据返回的特征矩阵得到填充后的评分矩阵Ｒ′和相似度矩阵Ｓ′
Ｓｔｅｐ８　使用预测函数对评分进行预测

３３　算法复杂度分析

分解模型是本文模型最耗时的部分，即目标函数Ｅ和各个目标变量梯度（Ｅ
Ｕｉ
，
Ｅ
Ｖｊ
，
Ｅ
Ａｋ
）的计算．因为评

分矩阵Ｒ和相似度矩阵 Ｓ中存在很多缺失值，用 ρＲ，ρＳ分别表示 Ｒ、Ｓ中非零数目，则 Ｅ的计算复杂度为 Ο

（ρＲｄ＋ρＳｄ），其中，ｄ为潜在特征维数．目标变量梯度
Ｅ
Ｕｉ
，
Ｅ
Ｖｊ
，
Ｅ
Ａｋ
的计算复杂度分别为 Ο（ρＲｄ＋ρＳｄ）、

Ο（ρＲｄ）、Ο（ρＳｄ）．所以经过一次迭代后的算法复杂度为Ο（ρＲｄ＋ρＳｄ），因此，该模型算法复杂度与矩阵 Ｒ、Ｓ
的有效数据呈线性关系［１５］．

４　实验分析

为了验证上文提出方法的优越性，本节通过实验对比上文提出的相似度方法与一些传统相似度方法在

评分预测上的效果．先根据用户评分得到用户间相似度，再将相似度与用户评分融入概率矩阵分解模型中，
在用户评分相同的情况下，以不同相似度方法得到的预测准确率来衡量方法的好坏．
４１　实验数据集

在实验中，采用ＭｏｖｉｅＬｅｎｓＬａｔｅｓｔＤａｔａｓｅｔｓ，详细信息如表８所示．
表８　实验数据集描述

数据集 类别 用户数 项目数 评分数 评分等级 稀疏等级

ＭｏｖｉｅｓＬｅｎｓ
ＬａｔｅｓｔＤａｔａｓｅｔｓ 电影 ６１０ ９７４２ １００８３６ ［０５－５］ ０９８３０

４２　分析比较
文中采用ＭＡＥ（ｍｅａｎａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ平均绝对误差）和ＲＭＳＥ（ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ均方根误差）这２个

指标进行评估，它们的计算公式如下．

ＭＡＥ＝１Ｎ∑ｉ，ｊ ｒｉ，ｊ－ｒ^ｉ，ｊ． （２２）

其中，ｒｉ，ｊ为用户真实评分，ｒ^ｉ，ｊ为预测评分，Ｎ为样本容量．

ＲＭＳＥ＝ １
Ｎ∑ｉ，ｊ（ｒｉ，ｊ－ｒ^ｉ，ｊ）槡

２． （２３）

评价指标ＭＡＥ和ＲＭＳＥ值越大，预测效果越差，所作出的推荐质量越差．
本文采用如下预测函数对评分进行预测［１７］．

Ｒ＾ｕａ，ｉ＝ｒ
－
ｕａ＋
∑
ｕｋ∈Ｕｎ

（Ｒｕｋ，ｉ－ｒ
－
ｕｋ）×ｓｉｍ（ｕａ，ｕｋ）

∑
ｕｋ∈Ｕｎ

ｓｉｍ（ｕａ，ｕｋ）
． （２４）
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其中，Ｒ＾ｕａ，ｉ为预测的用户ｕａ对项目ｉ的评分，ｒ
－
ｕａ和 ｒ

－
ｕｋ分别表示用户ｕａ、ｕｋ的评分均值，ｓｉｍ（ｕａ，ｕｋ）代表用户

ｕａ和ｕｋ的相似度．
为了验证上文提出改进的相似度方法（ＰＳＲ）的优越性，将该方法分别与Ｊａｃｃａｒｄ相似度（Ｊａｃ）、余弦相似

度（Ｃｏｓ）、调整余弦相似度（Ａｃｏ）、Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数（Ｐｅａｒ）的推荐方法进行评分预测比较．
实验参数选择：

在进行实验前，先对实验中涉及到的参数进行设置，在指标ＭＡＥ和ＲＭＳＥ下对各种方法中的参数λｓ计
算最优值，如表９所示．

表９　实验参数选择

方法
参数

Ｊａｃ Ｃｏｓ Ａｃｏ Ｐｅａｒ ＰＳＲ
λＵ ００１ ００１ ００１ ００１ ００１
λＶ ００１ ００１ ００１ ００１ ００１
λＳ １０ ２０ ５ ５ １５

４３　实验结果
基于以上参数值，表１０和表１１分别展现了特征维度ｄ分别为５维和１０维时本文提出的改进相似度方

法较其它方法在指标ＭＡＥ、ＲＭＳＥ上的提升（表中数据为多次试验的均值）．
表１０　ｄ＝５时实验结果对比

方法
指标　　

Ｊａｃ Ｃｏｓ Ａｃｏ Ｐｅａｒ ＰＲＳ ＰＳＲ降低／％
ＭＡＥ ０６５５ ０６７６ ０６７８ ０６７４ ０６３９ １６０
ＲＭＳＥ ０８００ ０８１５ ０８１６ ０８１４ ０７９０ １００

表１１　ｄ＝１０时实验结果对比

方法
指标　　

Ｊａｃ Ｃｏｓ Ａｃｏ Ｐｅａｒ ＰＲＳ ＰＳＲ降低／％
ＭＡＥ ０７３５ ０７４４ ０７４６ ０７４４ ０７２５ １００
ＲＭＳＥ ０８５４ ０８６０ ０８６１ ０８６０ ０８４８ ０６

根据表１０可以得到，在Ｊａｃｃａｒｄ、余弦、调整余弦、Ｐｅａｒｓｏｎ这４种方法中效果最好的是 Ｊａｃ相似度，指标
ＭＡＥ为０６５５，指标ＲＭＳＥ为０８００，而本文提出的ＰＲＳ方法ＭＡＥ为０６３９，ＲＭＳＥ为０７９０，比Ｊａｃ相似度在
指标ＭＡＥ上降低了１６０％，在指标ＲＭＳＥ上降低了１００％．

图３、图４展现了特征维度ｄ为５维时各种方法随着实验迭代次数的增加，指标ＭＡＥ和ＲＭＳＥ的变化．

图３　ｄ＝５时５种相似度在
指标ＭＡＥ下的比较

图４　ｄ＝５时５种相似度在
指标ＲＭＳＥ下的比较

３４７第６期　　　　　　　　　郑英丽，朴丽莎，王丽珍：Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数下非对称相似度计算及其应用



由图３和图４可以看出，当特征维度为５维时，各种相似度方法随着实验迭代次数的不断增加，指标
ＭＡＥ和ＲＭＳＥ都在减少，但是本文方法ＰＳＲ整体都比其它方法低．

通过表１１可以得到ＰＳＲ方法比Ｊａｃｃａｒｄ、余弦、调整余弦、Ｐｅａｒｓｏｎ这４种方法效果都好，其中效果最好的
是Ｊａｃ相关系数，指标ＭＡＥ为０７３５，ＲＭＳＥ为０８５４，ＰＲＳ的ＭＡＥ为０７２５，ＲＭＳＥ为０８４８．同样的，ＰＳＲ方
法比Ｊａｃ相关系数在指标ＭＡＥ上降低了１００％，在指标ＲＭＳＥ上降低了０６％．

图５、图６展现了特征维度 ｄ＝１０时各种方法随着实验迭代次数的不断增加，指标 ＭＡＥ和 ＲＭＳＥ的
变化．

图５　ｄ＝１０时５种相似度在
指标ＭＡＥ下的比较

图６　ｄ＝１０时５种相似度在
指标ＲＭＳＥ下的比较

由图５和图６可以看出，当特征维度为５维时，各种相似度方法随着实验迭代次数的不断增加，指标
ＭＡＥ和ＲＭＳＥ都在减少，但是本文方法ＰＳＲ整体都比其它方法低．

５　结语

本文基于传统相似度度量方法存在的优缺点，在Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数前增加了一个系数，给出了一种非对
称相似度计算方法ＰＳＲ，基于该方法计算得到用户相似度矩阵，然后将相似度矩阵与评分矩阵通过 ＰＭＦ模
型融合在一个统一的框架中，提出了基于ＰＳＲ用户相似度的社会化推荐算法．在公开数据集ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ上进
行试验，与Ｊａｃｃａｒｄ相似度、Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数、余弦相似度、调整余弦相似度进行对比，验证本章提出的 ＰＳＲ
方法提高了预测准确率，同时也缓解了数据稀疏性问题．
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ｍａｔｒｉｘｂｅｔｗｅｅｎｕｓｅｒｓ，ａｎｄｔｈｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｍａｔｒｉｘａｎｄｕｓｅｒｒａｔｉｎｇｍａｔｒｉｘａｒｅｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｉｎｔｏｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｍａｔｒｉｘｆａｃ
ｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｆｒａｍｅｗｏｒｋｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｅｓｏｃｉａｌｒｅｃｏｍｍｅｎｄａｔｉｏｎｏｆｕｓｅｒｓ．Ｔｅｓｔｅｄｏｎｐｕｂｌｉｃｄａｔａｓｅｔｓ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｅｄ
ｔｈａｔｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｆｏｒｍｕｌａ，ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ，ｃａｎａ
ｃｈｉｅｖｅｍｏｒｅａｃｃｕｒａｔｅｒｅｃｏｍｍｅｎｄａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｔｈｒｏｕｇｈｓｏｃｉａｌｉｚｅｄｒｅｃｏｍｍｅｎｄａｔｉｏｎｓｏｎｓｐａｒｓｅｄａｔａｓｅｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｏｃｉａｌｒｅｃｏｍｍｅｎｄａｔｉｏｎ；ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ；ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ

（责任编辑　段　鹏）
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