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摘 要：高精度数值计算非稳态导热问题拥有更准的精度和更高的效率。本文研究了二维非稳态导热问

题， 基于Python语言编写了数值求解程序。分别实现了Taylor级数展开差分格式和Hermite插值三点紧致

差分格式的构造方法， 通过结构化网格设计了边缘绝热的导热平板计算模型， 并结合算例来验证方法， 分析

了高精度差分格式对非稳态导热问题的求解效率和精度的影响。数值仿真计算表明模拟结果与解析解拟合

较好， 误差精度保持在 2%以下， 证明了数值计算程序的有效性。通过对比同为空间五点计算方法的求解效

率， 发现四阶紧致差分格式和六阶紧致差分格式在二阶差分格式的基础上约有 48%和 65%的效率提升， 证
明了高精度数值计算的可靠性。随着算力的快速发展， 非稳态导热问题的高精度数值计算将成为一种趋势。
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Abstract： High precision numerical calculation of unsteady heat conduction problems possesses higher  
precision and higher efficiency.  In this paper， the two-dimensional unsteady heat conduction problem was 
investigated and a numerical solution program based on Python language was written.  The construction 
methods of Taylor series expansion difference scheme and Hermite interpolation three-point compact differ⁃
ence scheme were respectively realized， and the heat conduction plate computational model of edge heat 
insulation was designed by structured mesh， which was combined with examples to validate the method， 
and the effect of high-precision difference format on the efficiency and precision of the unsteady heat con⁃
duction problem was analyzed.  The numerical simulation shows that the simulation results fit well with 
the analytical solution， and the error accuracy is kept below 2%， which proves the effectiveness of the 
numerical calculation program.  And by comparing the solution efficiency of the same spatial five-point 
computation method， it is found that the fourth-order compact difference scheme and the sixth-order com⁃
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pact difference scheme have about 48% and 65% efficiency improvement based on the second-order differ⁃
ence scheme， which proves the reliability of high-precision numerical computation.  With the rapid prog⁃
ress of arithmetic power， high-precision numerical computation of unsteady heat conduction problems will 
become a trend.
Key words： unsteady heat conduction； finite difference； high-order precision； compact difference scheme

0　引　言

非稳态导热高精度计算是一项涉及热传导过程

中温度随时间和空间变化的研究， 其目标是通过精

确的数值模拟、 实验技术和数学建模来获得准确的

温度分布和热传导性能。非稳态导热问题高精度计

算常常应用在航空、 航天领域评估材料的热稳定性

和热疲劳性能［1］， 来确保设备在高温下的可靠性。

受限于过去算力的贫乏， 实现高精度的非稳态导热

数值模拟计算相对困难， 但随着计算机硬件性能的

不断提高， 模拟更复杂的系统和更高精度的非稳态

导热问题已成为可能和趋势。

20世纪 90年代就有相关学者对非稳态导热问

题的高精度数值计算进行了研究。1992 年， Lele
等［1］就根据 5个相邻的节点、 一二阶导数以及节点

函数组合， 构造了均匀网格下的七点高精度差分

格式； Chu等［2］曾推导出了精度更高的紧致差分格

式； Xu等［3］提出一种改进的三阶WENO-Z格式来

提高临界点处的收敛阶次， 通过有效减少对空间

节点的需求来实现非稳态导热问题的高精度计

算； 李小纲等［4］致力于研究高阶紧致非线性差分

格式； 王旭平等［5］运用二阶收敛线性化差分格式

来解决 Korteweg-de Vries 方程的边值问题； 蒋佳

平等［6］对长短波方程的守恒紧致差分做了研究； 
蒋美金等［7］实现了基于紧致差分格式和龙格-库塔

方法的Sine-Gordon方程求解； 梁秀俊等［8］实现了

基于 Java语言开发的导热实验虚拟仿真软件。

本文将从 Taylor展开的高精度中心差分表达

式以及 Hermite 插值多项式三点紧致差分格式入

手， 基于结构化网格设计边缘绝热的导热平板计

算模型， 并编写 Python 语言的数值计算方法， 实
现非稳态导热问题的高精度数值计算。

1　非稳态导热问题原理及离散化

1. 1　导热方程原理

根据能量守恒定律和傅里叶定律来建立物体

中的温度场满足的变化关系式， 二维非稳态导热

微分方程的一般形式［9］为

ρc
∂t
∂τ

= ∂
∂x (λ ∂t

∂x )+ ∂
∂y (λ ∂t

∂y )+ Φ̇， （1）

式中： ρ， c， Φ̇， τ 分别为微元体的密度、 比热容、 
单位时间内单位体积中的内热源的生成热、 时
间， 这些均可以是变量。

令 α = λ
ρc

， 称 ɑ为热扩散率或者热扩散系数， 

导热系数为常数、 无内热源时的方程形式［10］为

∂t
∂τ

= α ( ∂2t
∂2 x

+ ∂2t
∂2 y )。 （2） 

1. 2　非稳态导热方程的离散化

在实际应用中， 常常需要确定不同时间点的温

度分布情况， 以便了解热流密度如何随时间和空间

的变化而变化。结构化网格具有简单的数据结构和

有序的排列方式的特点， 这使得它在非稳态导热问

题的求解中具有较强的适应性［11］， 通过利用这种网

格， 可以确定不同时刻的温度分布情况， 进而可以

研究热流密度随时间和空间变化的特性。

利用 Taylor 级数展开法建立节点的离散方

程， 分别得到空间二阶导数
|

|
|
||
|∂2T

∂x2
m，n

的不同精度的

有限差分法表达式［12］。

二阶精度的中心差分格式为

fi
′′ = 1

Δx2 ( fi + 1 - 2fi + fi - 1 )。 （3）

四阶精度的中心差分格式为

fi
′′ =- 1

12Δx2 ( fi + 2 - 2fi + fi - 2 ) +

4
3Δx2 ( fi + 1 - 2fi + fi - 1 )。 （4）

六阶精度的中心差分格式为

fi
′′= 1

90Δx2 ( fi+3-2fi+ fi-3 )-

3
20Δx2 ( fi+2-2fi+ fi-2 )+ 3

2Δx2 ( fi+1-2fi+ fi-1 )。
（5）
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利用F0 = αΔτ
Δx2（傅里叶数）［13］对数值计算的稳

定性进行控制， 也即对空间步长和时间步长的提

取做出限制。

1. 3　三点紧致差分格式

假定 f ( x )是定义在区间 [0，L ]上的充分光滑

函数。f ( x )在节点 xi 以及相邻节点 xi - 1， xi + 1 上

的值分别用 fi， fi - 1 和 fi + 1 表示， f ( x )的一二阶导

数在节点xi以及相邻节点xi - 1， xi + 1上的值分别用

f 'i， f ″i ， f 'i - 1， f ″i - 1 和 f 'i + 1， f ″i + 1 表示［14］。构造如下

格式：

f 'i + α1( f 'i + 1 + f 'i - 1 ) + β1( f ″i + 1 + f ″i - 1 ) =
α1

2Δx ( fi + 1 - fi - 1 )，

f ″i + α2( f ″i + 1 + f ″i - 1 ) + β2( f 'i + 1 - f 'i - 1 ) =
α2

2Δx2 ( fi + 1 - fi - 1 )。
这里同时引入 Hn( x ) 作为 f ( x ) 的 n 次 Her⁃

mite插值多项式［15］。通过代入计算， 可将 f ( x )在
xi点的 k阶导数近似写成 f ( )k ( xi ) ≈ Hi

( )k ( xi )。
舍掉误差项， 得到三点的四阶紧致差分格式

如下：

fi ′+
1
4 ( f ′i + 1 + f ′i - 1 ) = 3

4Δx ( fi + 1 - fi - 1 )，（6）

f ″i + 1
2Δx ( f ′i+1- f ′i-1 )= 2

Δx2 ( fi+1-2fi+ fi-1 )。
（7）

三点六阶紧致差分格式［16］为

f 'i + 7
16 ( f ′i + 1 + f ′i - 1 ) - 16

Δx ( f ″i + 1 - f ″i - 1 ) =

15
16Δx ( fi + 1 - fi - 1 )， （8）

f ″i + 9
8Δx ( f ′i + 1 - f ′i - 1 ) - 1

8 ( f ″i + 1 + f ″i - 1 ) =

3
Δx2 ( fi + 1 - 2fi + fi - 1 )。 （9）

1. 4　求解方法

本文基于 Python 语言编写数值仿真计算程

序， 得到网格内各点温度随时间步数变化的结果。

导入Matplotlib函数库， 并实现计算结果的数据可

视化。设置初始网格条件和边界条件， 根据高精

度有限差分格式和三点紧致差分格式， 并编写不

同精度的数值仿真计算程序。

数值计算方法均采用显式时间推进的计算法， 
在满足数值计算程序稳定性的前提下， 选取固定的

时间步长△τ = 1。处理高阶中心差分格式对于边界

节点的思路为降阶， 即边部第一个节点采用二阶差

分格式， 边部第二个节点采用四阶差分格式。处理

紧致格式的时间精度统一采用二阶格式。

图 1 为仿真求解程序的流程图， 主要分为5个

部分： 网格数据的读取、 计算格式的选择和网格边

界的处理、 显式迭代运行、 数据存储和可视化分析。

2　仿真方法验证及仿真结果分析

2. 1　计算模型

本文模型如图 2 所示， x=0、 x=l、 y=0三个

边都维持相同的恒定温度 t=0℃， y=b 边面上中

间温度最高， 满足T = 100sin πx
l

的温度分布。采

取结构化网格且Δx = Δy， 热扩散率α = 0. 1。

图 1　仿真计算程序流程图

Fig. 1　Flow chart of the calculation procedure
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2. 2　数值解与解析解对比

随着时间步数的迭代， 计算模型内的温度也

在发生变化。温度会由最初随时间步数快速变化

到变化逐渐便缓慢的过程。最终收敛到相对精确

的误差精度之内， 这时温度的变化可以忽略不

计， 近似为稳定状态， 对应 ∂T/∂τ = 0 的理论情

况。空间二阶图（见图 3）和空间六阶图（见图 4）
为 100*100网格精度下非稳态计算的温度场分布， 
可以发现在时间步数相同的情况下， 高精度数值

计算的迭代明显更快。由计算成像发现， 六阶精

度在时间步数为 15 000时就可以达到二阶精度时

间步数为 30 000的效果， 而且实际拟合效果更好。

图 5 为六阶空间精度时间步数 n=30 000 时数值

计算所得的温度场云图， 其较好地还原了该计算

模型实时传热的模拟过程。

图 2　计算模型

Fig. 2　Computation model

（a） 空间二阶n=4 000 （b） 空间二阶n=30 000
图 3　二阶模型在不同步数时的温度场分布

Fig. 3　Temperature field distribution of second-order model with different step size

（a） 空间六阶 n=4 000 （b） 空间六阶 n=15 000
图 4　六阶模型在不同步数时的温度场分布

Fig. 4　Temperature field distribution of sixth-order model with different step size
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由图 3 和图 4 可以发现， 随着时间步数的迭

代， 模型内温度场的变化逐渐缓和， 这时温度的

变化可以忽略不计， 近似为稳定状态， 从而对应

∂T/∂τ = 0 的 理 论 情 况 。 图 6 是 时 间 步 数 为

24 000， 时间精度为二阶， 空间精度为六阶， 网格

规模为 100*100 的数值解与解析解（灰色线）的对

比图， 两组线条重合较好， 证明了该数值计算程

序的有效性。

由图 6 可以看出， 数值解与解析解吻合较

好， 在平板x=48上取一系列点， 给出其解析解和

数值解的值， 相对误差见表 1。由表 1 可见， 在高

温区解析解与数值解吻合得较好， 在进入低温区

后产生 1. 8% 左右的误差， 这是由迭代时间步数

导致的， 如果要进一步减小误差则需要增加时间

步数以达到更好的效果。

2. 3　数值计算方法的求解效率

图 7 给出在时间步数 n=30 000， 网格密度分

别为 50*50、 100*100、 200*200时不同精度数值求

解的耗时， 其中 A， B， C， D， E， F， G， H分别代

表时间一阶空间二阶、 时间二阶空间二阶、 时间

一阶空间四阶、 时间二阶空间四阶、 时间一阶空

间六阶、 时间二阶空间六阶、 紧致四阶格式和紧

致六阶格式。由图 7 可以看出： 在相同网格规模

下随着计算精度的提升， 数值求解的耗时也随之

增加； 网格规模的提升对数值求解耗时的影响非

常显著， 采用紧致格式后更加明显。因此， 需要

考虑如何平衡数值求解精度、 网格规模与计算资

源， 以达到较好的计算效果。

图 8 为网格规模分别为50*50、 100*100、 200*
200时不同空间精度数值求解达到相同精度所需的

时间步数。由网格规模为50*50， 平板坐标点（20，25）
处相对误差为1%时的数值计算结果可知， 空间精

度为二阶时的数值求解所需的时间步数约为6 803， 

图 5　n=30 000的温度场云图

Fig. 5　Nephogram of temperature field with n=30 000

表 1　x=48上的解析解与数值解的相对误差

Tab. 1　Relative error between analytical and numerical solutions
 at x=48

点序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

y
35
47
53
59
65
71
77
83
88
93
95
97

解析解/℃
11.536 11
17.929 22
22.022 61
26.900 79
32.737 61
39.741 06
48.160 72
58.296 64
68.312 72
80.017 82
85.236 05
90.790 9

数值解/℃
11.316 67
17.615 3

21.708 34
26.593 19
32.445 44
39.474 59
47.931 18
58.115 3

68.179 33
79.937 9

85.178 61
90.756 3

相对误差/%
1.902 175
1.750 88

1.427 034
1.143 468
0.892 454
0.670 511
0.476 621
0.311 063
0.195 261
0.099 875
0.067 399
0.038 111

图 6　数值解与解析解的对比

Fig. 6　Comparison between numerical solutions and analytical 
solutions

图 7　不同精度下的程序计算耗时对比

Fig. 7　Comparison of program calculation time under different 
precisions
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空间精度为四阶的紧致差分格式数值求解所需的时

间步数约为3 440， 空间精度为六阶的紧致差分格式

数值求解所需的时间步数约为2 292。

由网格规模为100*100， 平板坐标点（40，50）处
相对误差为1%时的数值计算结果可知， 空间精度

为二阶时的数值求解所需的时间步数约为 27 303， 
空间精度为四阶的紧致差分格式数值求解所需的时

间步长约为13 690， 空间精度为六阶的紧致差分格

式数值求解所需的时间步数约为9 125。
由网格规模为200*200， 平板坐标点（80，100）处

相对误差为1%时的数值计算结果可知， 空间精度

为二阶时的数值求解所需的时间步数约为108 458， 
空间精度为四阶的紧致差分格式数值求解所需的时

间步数约为53 391， 空间精度为六阶的紧致差分格

式数值求解所需的时间步数约为39 317。
由上述3组数据可得不同精度计算程序下精度

误差随时间步数变化的关系， 如图 9 所示。可以看

出， 在同样为空间五点且计算达到相同误差精度的

情况下， 四阶紧致差分格式在二阶差分格式的基础

上约有48%的效率提升， 六阶紧致差分格式在二阶

差分格式的基础上约有65%的效率提升。

随着网格规模的增加， 数值计算达到相应误

差精度所需的时间步数也随之增长， 高精度紧致

差分的数值计算程序在低网格规模下所需的时间

步数较少且计算效率明显更好。在计算机算力快

速发展的当今， 高精度差分格式与高精度紧致差

分格式运用于工程计算之中将成为趋势。

通过分析截断误差的大小， 从精度上来比较

各种计算格式的优劣性。对比二阶、 四阶、 六阶

中心差分格式与四阶、 六阶紧致差分格式的截断

误差， 结果如表 2所示。

由表 2 可以看出， 高精度紧致差分所需的计算

节点更少， 能够在更小的网格规模、 更短的时间步

数下得到较为精确的计算结果， 这是低阶中心差分

格式所不具备的， 但其对计算资源的需求较大。

对于格式分析来说， 只考虑截断误差通常是不

够的， 还需要进行Fourier分析来研究其波传播特性。

Fourier分析方法， 也被称为修正波数分析法， 可以

定量分析不同差分格式的分辨率特征， 并为近似误

差的测定提供一种有效的特征方法。通过应用Fourier
分析， 可以更全面地了解差分格式在频率域中的行

为， 进而评估其对信号处理的效果。

3　结　论

本文基于结构化网格编写了基于Python的二

维温度场的数值计算程序， 主要涉及到导热方程

高阶中心差分格式以及高精度紧致差分格式程序

的编写， 同时， 对程序数值计算结果进行了分析。

由计算结果可知， 高精度的数值计算拥有更小的

截断误差， 紧致差分格式可以得到较好的计算结

果， 但计算速度较慢。具体如下：

1） 由时间步数n=24 000高精度程序计算结果

表 2　二阶导数近似格式的截断误差

Tab. 2　The truncation error of the second derivative approximation 
scheme

格式

(3)

(4)

(5)

(7)

(9)

截断误差

2
4! Δx2 f ( )4

8
6! Δx4 f ( )6

72
8! Δx6 f ( )8

2
6! Δx4 f ( )6

- 2
8! Δx6 f ( )8

图 9　不同精度计算误差随时间步数的关系
Fig. 9　The variation relationship of calculation errors with different 

precisions and time steps

图 8　实现1%相对误差所需的时间步数
Fig. 8　Number of time steps realizing the relative error of 1%
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与解析解的对比可知， 仿真计算结果与二维解析解

拟合较好， 误差精度可以控制在1%以下， 证明了程

序的有效性。

2） 对比同为空间五点的精度数值计算方法达到

相同误差精度的计算效率结果可知， 四阶紧致差分

格式在二阶差分格式的基础上约有48%的效率提升， 
六阶紧致差分格式在二阶差分格式的基础上约有65%
的效率提升， 证明了高精度数值仿真计算的可靠性。
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