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考虑疫苗有效性的传染病渗流模型
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摘 要：疫苗接种是当前公认的防控传染病传播时成本效益最高的公共卫生干预措施之一， 对预防和控制

传染病的暴发至关重要。在针对复杂网络中带有疫苗接种的传染病传播的点-边渗流模型基础上， 根据存在

的实际因素， 考虑了疫苗有效性对人群中传染病传播的影响。分析并计算出传染病传播的流行阈值以及平

均暴发规模的精确理论结果， 并通过数值模拟研究了度分布分别为泊松、 指数、 幂律分布的情况下， 疫苗有

效性对传染病在人群中传播的流行阈值以及传播最终规模的影响。研究结果表明， 提高疫苗有效性、 合理均

匀化接触网络能有效防止传染病的暴发。
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0　引　言

传染病传播问题是人类社会发展过程中面临

的重大挑战之一， 传染病的传播不仅会对个体健

康产生严重威胁， 还可能对整个社会和经济系统

造成巨大冲击。深入研究传染病的传播机制进而

制定科学有效的防控政策， 对保障公众身体健康

以及维护社会安全稳定有重要意义［1-2］。

渗流理论［3⁃7］的应用背景广阔， 能够对网络中发

生的渗流现象进行理论性的描述与分析， 可以为传

染病传播的许多重要问题提供答案。网络上的边渗

流问题已经被证明可以作为同一网络上SIR传染病

传播问题的映射［8］， 利用渗流理论可以得到给定网

络结构上的传染病流行阈值、 平均暴发规模、 流行

最终规模等流行病学量。渗流问题中的相变阈值对

应传染病的流行阈值， 渗流中连通片的分布对应传

染病暴发规模的分布， 渗流阈值之上形成的巨连通

片的大小对应传染病流行的最终规模。在研究现实

世界传染病传播过程中， 复杂网络发挥着极其重要

的作用， 能够为网络中个体间的相互作用提供新的

见解［9⁃11］。近年来， 越来越多的学者基于复杂网络上

的渗流理论对传染病传播问题进行了研究［12⁃16］。

疫苗接种是目前已知的人类控制传染病在人

群中传播最科学有效的方式之一， 但由于接种疫

苗可能会存在付费以及引起不良反应等各种原

因， 人们对是否接种疫苗是选择性的。实际上， 
人群中疫苗的接种比例达不到 100%， 即疫苗的覆

盖率通常低于 100%。Li 等［17］考虑了接种免疫的

覆盖率以及网络结构的影响， 基于个体接种疫苗

后不会再被感染的假设， 运用概率生成函数的方

法， 对传染病传播的点-边渗流模型进行了研究。

值得注意的是， 疫苗效力［18］是能否控制传染病传

播的关键， 现实生活中的疫苗往往不能提供充分

（100%）保护。考虑到这一实际影响因素， 本文以

文献［17］中对传染病传播的点-边渗流模型研究为

基础， 创新性地将疫苗有效性纳入其中， 并分析、 
计算得到了流行阈值、 最终规模等流行病学量。

该研究有助于更好地理解疫苗在影响传染病传播

中发挥的作用， 为有效控制疫情、 维护社会稳定

提供理论指导， 具有重要的实际意义。

1　预备知识

在复杂网络的研究中， 通常用一个网络节点

表示人群中的一名个体， 用一个网络节点的度表

示人群中与这名个体存在接触的邻居个数， 用
pk表示网络中任选一名个体度为 k概率。生成函

数是研究渗流理论的有效工具， 参照文献［19］中

的描述和定义， 得到网络的度分布生成函数为

G0( x ) =∑
k

pk xk（x∈[0，1]， G0( x ) ∈[0，1]）， 那

么， 网络的平均度为 k =∑
k

kpk =G ′0(1)。

余度分布指的是随连边到达一名个体后出去

的边数的分布， qk =
( )k+ 1 pk+ 1

k
表示人群中随机

选择一名个体的余度为 k概率。根据定义， 网络余

度分布的生成函数为G1( x ) =∑
k

qk xk， 网络的余

平均度为 ke =
∑
k= 1

∞
k ( )k- 1 pk

∑
k= 1

∞
kpk

= k2

k
- 1。

2　考虑疫苗有效性的传染病渗流模型

考虑一对相互联系的染病节点 i和易感节点 j， 
假定单位时间内节点 i将传染病传染给节点 j的平均

概率为βij， 染病节点 i的病程时间为 τi， 则传染病在

这段时间内没有从节点 i传染到节点 j的概率为

1 -Tij = lim
Δt→ 0

(1 - βijΔt )
τi Δt = e-βijτi。因此， 传染病

从节点 i传染到节点 j的概率为Tij = 1 - e-βijτi。

一般来说， 不同个体的传染率 βij和病程时间

τi 不同， 假设这两个量分别服从分布 P（β）和

P（τ）， 则两个个体之间的平均传染概率， 即边占

用概率为T= Tij =1 -∫
0

∞

P ( β )P ( τ ) e-βτdβdτ。

假设在复杂网络中， 没有接种过疫苗的个体

比例为 α， 接种了疫苗的个体比例为 1 - α， 并假

设疫苗的有效率为 1 - p。也就是说， 在由未接种

疫苗的个体构成的接触网络中， 传染病的平均传

播概率是T； 而在由接种了疫苗的个体构成的接

触网络中， 传染病的平均传播概率是 pT。
从渗流的角度出发， 可以将考虑免疫及疫苗有

效性的传染病传播模型映射为点-边渗流模型。具体

来说， 在由未接种疫苗的个体构成的接触网络中， 
节点被占用的概率为α， 而连边被占用的概率为T； 
在由接种疫苗的个体构成的接触网络中， 节点被占

用的概率为1 - α， 而连边被占用的概率为 pT。

2. 1　生成函数

接下来在度不相关的配置网络上利用生成函
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数法解决传染病传播的点-边渗流问题。从网络中

随机选择一名度为 k的个体， 在该个体的 k名邻居

中， 有m名还没有接种疫苗， k-m名已经接种了

疫苗的概率为Cm
k αm(1 - α ) k-m

。在m名未接种疫

苗的邻居中有 a名感染者， m-a名易感者的概率

为Ca
mT a(1 -T ) m- a

。在 k-m名接种了疫苗的邻

居中有 b名感染者， 有 k-m- b名易感者的概率

为Cb
k-m( pT )

b
(1 - pT )

k-m- b
。

为了方便起见， 用符号Θ表示网络中包含的

信息， 其中包括疫苗无效率 p以及疫苗覆盖率 1 -
α。那么， 网络中任意一名度为 k的个体周围有 a
名未接种疫苗的感染者邻居和 b名接种了疫苗的

感染者邻居的概率生成函数为

G0( x；Θ ) =G0( x；T，pT，α，1 - α ) = ∑
a= 0

∞ ì
í
î

ü
ý
þ

∑
m= a

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m C a
mT a( )1 -T m- a xa ×

∑
b= 0

∞ ì
í
î

ü
ý
þ

∑
k-m= b

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m C b
k-m( )pT

b
( )1 - pT

k-m- b
xb =

∑
m= 0

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m∑
a= 0

∞
Ca
mT a( )1 -T m- a xa ×

∑
k-m= 0

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m∑
b= 0

∞
Cb
k-m( )pT

b
( )1 - pT

k-m- b
xb =

∑
m= 0

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m( )Tx+ 1 -T m × ∑
k-m= 0

∞ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k=m

∞
pkCm

k αm( )1 - α k-m( )pTx+ 1 - pT
k-m =

∑
k= 0

∞
pk
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

m= 0

k

Cm
k ( )αTx+ α- αT m( )1 - α k-m × ∑

k= 0

∞
pk
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
m= 0

k

Cm
k αm[ ]( )1 - α ( )pTx+ 1 - pT

k-m
=

∑
k= 0

∞
pk( )αTx+ α- αT+ 1 - α k × ∑

k= 0

∞
pk[ ]α+ ( )1 - α ( )pTx+ 1 - pT

k
=

G0( )1 + ( )x- 1 αT G0( )1 + ( )x- 1 ( )1 - α pT 。 （1）

同理， 沿随机选择的一条边到达余度为 k的个

体， 该个体的邻居中有 a名未接种疫苗的感染者

和b名接种了疫苗的感染者的概率生成函数为

G1( x；Θ ) =G1(1 + ( x- 1)αT )G1(1 + ( x-
1) (1 - α ) pT )。 （2）

通过计算可得

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

G0( )x；1，1，1，0 =G0( )x G0( )1 =G0( )x ，

G0( )1；T，pT，α，1 - α =G0( )1 G0( )1 = 1，
G′0( )1；T，pT，α，1 - α = ( )α+ p- αp TG ′0( )1 ，

G1( )x；1，1，1，0 =G1( )x G1( )1 =G1( )x ，

G1( )1；T，pT，α，1 - α =G1( )1 G1( )1 = 1，
G′1( )1；T，pT，α，1 - α = ( )α+ p- αp TG ′1( )1 。

（3）

2. 2　流行阈值与平均暴发规模

设Ps（Θ）表示传染病暴发规模的分布， 可以得

到关于传染病暴发规模的分布的概率生成函数为

H0( x；Θ ) =∑
s= 0

∞
Ps( )Θ xs。 （4）

令H1（x； Θ）为沿网络中任一条边到达的感染

者组成的连通片的规模的概率分布生成函数， 则
H1( x；Θ ) = xG1(H1( x；Θ )；Θ )。 （5）

类似地， 令H0（x；Θ）为从人群网络中任意选

择一名感染者所处的连通片大小的概率分布生成

函数， 则
H0( x；Θ ) = xG0(H0( x；Θ )；Θ )。 （6）

传染病的平均暴发规模为

s =H ′0(1；Θ ) = 1 +G ′0(1；Θ )H ′1(1；Θ ) =

1 + ( )αT+ pT- αpT G ′0( )1
1 - ( )αT+ pT- αpT G ′1( )1

。 （7）

当分母 1 - (αT+ pT- αpT )G′1(1) = 0 时 ， 
平均暴发规模无穷大， 网络中出现巨连通片。 s
对 p求导得

∂ s
∂p = ( )1 - α TG ′0( )1

[ ]1 - ( )αT+ pT- αpT G ′1( )1
2 > 0。（8）

通过式（8）可以看出， 传染病的平均暴发规模

随着疫苗无效性 p的增大而增大。

由式（7）可得传染病的流行阈值
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Tc =
1

( )α+ p- αp G ′1( )1
。 （9）

观察式（9）可以发现， 传染病的流行阈值会随

疫苗无效性的增大而减小。

综上所述， 提高疫苗的有效性能够更好地控

制传染病的暴发。

2. 3　最终规模

当 T>Tc时， 网络出现巨连通片， 传染病暴

发。此时， 网络不再为树状结构， 式（5）和式（6）
不再发挥作用， 于是重新定义H0为除巨连通片外

的小连通片大小的生成函数， 有
H0(1；Θ ) =∑

s

Ps = 1 - S (Θ )。 （10）

S（Θ）是感染者所在连通片占整个网络的比

例， 也称为巨连通片规模， 对应于传染病传播模

型中的最终规模， 有
S (Θ ) = 1 -H0(1；Θ ) = 1 -G0( u；Θ )，（11）

式中： u=H1（1； Θ）为经过遍历所有被占用的连边

连向的感染者没有处于巨连通片中的平均概率， 
是自洽方程 u=G1（u； Θ）的解。基于以上描述， 对
任意给定的网络度分布， 通过数值求解即可得到

传染病传播的最终规模。

本文的研究具有更广泛的适用性和一般性， 在
此， 需要着重强调： 当参数α=1时， 表明人群中所

有的个体均没有接种疫苗， 此时， 本文的模型退化

为Newman［8］给出的边渗流模型， 得到的相关流行病

学量与参考文献［8］中的完全一致； 当参数p=0时， 
表明疫苗是绝对有效的（即个体接种疫苗后绝对不

会被传染成为感染者）， 此时， 本文的模型退化为Li

等［17］给出的点-边渗流模型， 得到的相关流行病学量

与参考文献［17］中的完全一致。

3　数值模拟

下面借助MATLAB软件对模型进行数值模拟， 
验证上述模型与相关理论结果的合理性及正确性。

与参考文献［17］主要关注疫苗接种比例对传染病传

播的影响不同， 本文将研究重点放在了疫苗有效性

这一关键因素上。同时， 模拟研究了网络度分布为

泊松、 指数、 幂律这三种不同网络结构对传染病传

播的流行阈值及最终规模的影响。

3. 1　流行阈值和最终规模的计算

3. 1. 1　泊松分布

若网络的度分布服从 pk =
k k exp ( )- k

k！
， 

则G0( x ) =G1( x ) = exp( k ( x- 1) )。进而有

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Tc =
1

( )α+ p- αp k
，

u= exp( )k ( )α+ p- αp ( )u- 1 T ，

S ( )Θ = 1 - exp( )k ( )α+ p- αp ( )u- 1 T 。
（12）

3. 1. 2　指数分布

若 度 分 布 为 pk = (1 - exp( - 1 κ ) ) exp ( -

k κ )， 则 G0( x ) = [ ]1 - exp( )-1 κ
[ ]1 - x exp ( )-1 κ

， G1( x ) =

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ( )1 - exp( )-1 κ
( )1 - x exp ( )-1 κ

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

2

。进而有

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

Tc =
1 - exp( )-1 κ

2( )α+ p- αp exp ( )-1 κ
，

u=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú1 - exp( )-1 κ

1 - ( )1 + ( )u- 1 αT exp ( )-1 κ

2

× 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú1 - exp( )-1 κ

1 - ( )1 + ( )u- 1 ( )1 - α pT exp ( )-1 κ

2

，

S ( )Θ = 1 - 1 - exp( )-1 κ
1 - ( )1 + ( )u- 1 αT exp ( )-1 κ

× 1 - exp( )-1 κ
1 - ( )1 + ( )u- 1 ( )1 - α pT exp ( )-1 κ

。

（13）

3. 1. 3　幂律分布

若网络的度分布服从 pk =
k-τ exp ( )-k κ
Liτ( )exp ( )-1 κ

， 则

G0( )x =
Liτ( )x exp ( )-1 κ
Liτ( )exp ( )-1 κ

，

G1( )x =
Liτ- 1( )x exp ( )-1 κ
xLiτ- 1( )exp ( )-1 κ

。
进而有
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Tc =
Liτ- 1( )exp ( )-1 κ

( )α+ p- αp [ ]Liτ- 2( )exp ( )-1 κ -Liτ- 1( )exp ( )-1 κ
，

u=
Liτ- 1( )( )1 + ( )u- 1 αT exp ( )-1 κ
( )1 + ( )u- 1 αT Liτ- 1( )exp ( )-1 κ

×
Liτ- 1( )( )1 + ( )u- 1 ( )1 - α pT exp ( )-1 κ
( )1 + ( )u- 1 ( )1 - α pT Liτ- 1( )exp ( )-1 κ

，

S ( )Θ = 1 -
Liτ( )( )1 + ( )u- 1 αT exp ( )-1 κ

Liτ( )exp ( )-1 κ
×
Liτ( )( )1 + ( )u- 1 ( )1 - α pT exp ( )-1 κ

Liτ( )exp ( )-1 κ
。

（14）

3. 2　模拟结果

分别对具有相同平均度 k = 4的泊松网络、 
指数网络和幂律网络进行数值模拟。这里， 始终

保持网络中疫苗的覆盖率为 70%， 通过计算可得

指数分布的κ=4. 48， 幂律分布的κ=689， τ=2。
图 1 模拟了不同结构网络中疫苗有效性1 - p

对流行阈值的影响。可以看出， 保持疫苗覆盖率

1 - α不变的情况下， 不同结构网络中流行阈值均

随疫苗有效性的增加而增加。因此， 提高疫苗的

有效性能够有效阻止传染病在泊松、 指数、 幂律

这三种不同结构网络中的传播。此外， Tc=1时对

应的疫苗有效性， 在泊松网络中更小， 这表明传

染病的传播随网络均匀性的增强更容易得到

控制。

图 2 中的三幅图分别模拟了在保持疫苗覆盖

率 1 - α不变的情况下， 在泊松、 指数、 幂律结构

网络中， 当T>Tc时， 传染病的传播概率T和疫苗

有效性 1 - p对传染病传播最终规模的影响。从

这三组图中可以看出， 无论在哪一种网络中， 传
染病传播的最终规模都会随传播概率T的增加而

变大， 并且随着疫苗有效性1 - p的提高而变小。

图 1　疫苗有效性1 -p对流行阈值的影响

Fig. 1　Effect of vaccine effectiveness 1 -p on epidemic threshold

（a） 泊松网络

（b） 指数网络

（c） 幂律网络

图 2　不同网络中传染率和疫苗有效性对传播的影响

Fig. 2　Effect of infection rate and vaccine effectiveness on 
transmission in different networks
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图 3 中的三幅图展示了疫苗有效性分别保持

0. 5， 0. 7， 0. 9不变的条件下， 传播最终规模随网

络结构以及传染病的传播概率T变化的情况。

最终规模 S（Θ）出现非零解时对应的传播概

率T为传染病的流行阈值Tc。仔细分析图中的曲

线可以看出， 最终规模在这三种不同的网络下均

随传播概率T的增加而变大， 但传染病的流行阈

值在泊松网络中最大， 在幂律网络中最小。也就

是说， 传播概率T的增加会使传染病更容易暴发， 
在不考虑疫苗的覆盖率和有效性的条件下， 随着

网络均匀性的增大， 传染病更不容易暴发。

4　结　论

本文不同于复杂网络上对传染病渗流模型以

往的研究， 首次在传染病渗流模型中引入了疫苗

有效性这一重要参数。这一创新性的研究为深入

理解疫苗接种在传染病传播中的作用提供了重要

的理论支持。

改进的模型的理论分析和数值模拟结果与传

染病传播的实际情况完全吻合： 1） 在保持发生传

染病传播的网络结构不变的前提下， 提高疫苗的

有效性能够增大传染病的流行阈值并且减小传播

的最终规模， 这意味着疫苗的有效性这一变量对

传染病在人群中的传播具有显著的抑制作用； 
2） 在保持疫苗覆盖率和有效性不变的情况下， 增
强网络结构的均匀性， 能够提高传染病的流行阈

值， 该结果表明研究网络结构对传染病传播的科

学防控具有重要意义。

综上所述， 提高疫苗的有效性这一策略能够

有效控制和防止传染病在人群中的传播。此外， 
有相关文献［20］表明， 通过提高疫苗有效性能够有

效减少疫苗犹豫的发生， 从而提高公众接种疫苗

的比例。也就是说， 疫苗有效性对疫苗覆盖率存

在一定影响， 后续可以进一步考虑疫苗有效性对

疫苗覆盖率的影响， 并将这种影响可能存在的函

数关系引入至模型中， 不断完善考虑疫苗有效性

的传染病渗流模型， 使该模型与传染病传播的实

际情况更加契合。
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