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摘 要：本文利用亥姆霍兹定理对一维ϕ4平均场中单粒子系统的热力学行为进行研究， 分析了粒子的运动

特征和系统的能量与温度、 熵等物理量之间的依赖关系， 并对系统发生的热力学行为进行讨论。结果表明： 
作为一个简单的动力学体系， 一维ϕ4单粒子系统同样存在宏观体系所具有的热力学量， 且在满足热力学关

系的基础上呈现出了小体系特有的相变、 负热容、 负压缩率等反常热力学行为。这些独特的现象来源于在临

界能量处体系能量微小的增加所引起的相轨道空间的突变。该模型中负热容的产生机理， 可用于解释Na， 
Ar， Cu等原子团簇中出现的负热容现象。
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Abstract： Helmholtz’s theorem was used to study the thermodynamic behavior of a single particle system 
in a one-dimensional ϕ4 mean field.  It analyzed the motion characteristics of particles and the dependence 
between the energy of the system and physical quantities such as temperature and entropy， and analyzed 
the changes that occur in the system.  Thermodynamic behavior of the system was discussed.  The results 
show that： as a simple dynamic system， the one-dimensional ϕ4 single-particle system also has the thermo‐
dynamic quantities of the macroscopic system， and on the basis of satisfying the thermodynamic relations， 
it shows the unique phase transition， negative heat capacity， and negative compression ratio such an abnor‐
mal thermodynamic behavior of the small system.  These unique phenomena originate from the sudden 
change in the phase orbital space caused by a small increase in the system energy at the critical energy.  
The mechanism of negative heat capacity in this model can be used to explain the negative heat capacity 
phenomenon in atomic clusters such as Na， Ar， and Cu etc.
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0　引　言

经典热力学的研究对象仅限于宏观上的大系

统， 也就是满足热力学极限下的系统。具体特征

为粒子数N， 体积V和能量E趋于无穷大， 而粒子

数密度 n=N∕V和能量密度 e=E∕N保持有限。近

年来， 随着实验手段的发展， 研究深入到纳米尺

度的微小体系。由于小系统包含的自由度非常有

限， 热力学极限不再满足， 因此传统的统计物理

学给出的结论不再适用。小系统定义为体系尺度

和体系内粒子间相互作用力程接近的体系， 它最

明显的特征是熵不再具有广延量属性（物理量的

值正比于体系大小的属性）。如今， 小系统所表现

出的一些独特的行为（相变、 负热容、 负压缩率）

已在实验中被观测到， 例如金属原子团簇的熔化

过程［1］、 少量粒子的玻色凝聚［2］、 有限数目原子核

的分裂过程［3］等。研究小体系的热力学行为一般

基 于 从 顶 层 往 下（top-down）或 从 底 层 往 上

（bottom-up）的方法， 前者从统计原理出发， 对有

限体系引起的差异作出修正， 而后者则需要从多

粒子系统哈密顿动力学方程的求解开始。

热力学中的温度、 压强和熵等所有热力学量

的定义都是针对宏观体系的， 也就是阿弗伽德罗

常数量级的粒子体系的统计行为。对于数目有限

的分子体系甚至单粒子动力学系统则一般认为不

具有统计意义， 即一般的热力学量如温度、 压强

等概念不用于对少数粒子体系的描述。然而， 如
果把某物理量对粒子数的平均转变为该物理量在

时间上的平均， 则有限数目粒子体系仍具有热力

学体系的全部特征， 该结论简洁地体现在亥姆霍

兹定理中。

亥姆霍兹定理在教科书中未被提及也不为人

知晓， 因而基于亥姆霍兹定理的小体系热力学行

为研究很少， 这无疑是第三种研究小体系的方法。

Campisi［4］用亥姆霍兹定理讨论了体积熵在一维

Lennard-Jones 势相互作用的粒子链系统的应用， 
证明体积熵可以用来描述小系统的相变现象。

Carignano等［5］也利用亥姆霍兹定理研究了单势阱

粒子溢流模型， 发现该小系统中存在相变和负热

容的现象。这种模型的特点是粒子之间无相互作

用， 势能面来自于分段函数且呈漏斗状， 该研究

表明负热容现象来源于粒子从势阱溢出的机制。

本文利用亥姆霍兹定理研究了一维ϕ4场中运

动的单粒子系统的热力学行为。ϕ4势场是在二次

方的简谐势项上再叠加四次方项而得到的简单模

型， 是粒子物理引入的 Higgs 粒子的相互作用力

场， 它成功地诱发了Higgs机制［6‐8］。研究发现， 该
系统不仅遵循热力学关系式， 且它同样呈现出只

有小体系才有的相变、 负热容和负压缩率等现象。

结果清晰地表明这些反常现象来源于体系相空间

的突变， 这为理解实验中发现的小体系反常的热

力学行为提供了帮助。

1　经典力学的亥姆霍兹定理

1884年， 亥姆霍兹在他的论文中提出了一种

一维保守系统， 它的每一个能量值只对应相空间

的一条周期轨道，他称这样的系统为单循环系统， 
用来为热力学第二定律提供一个力学类比［9］。玻

尔兹曼在该理论基础上将温度和压强的概念加入

到单环系统中， 并由此提出了亥姆霍兹定理［10‐11］。

设一维系统哈密顿量为

H ( x，p；V )=K ( p )+φ( x，V )， （1）

式中： K ( p )为动能， 仅为动量p的函数； φ( x，V )为
位置坐标x的势能函数； V为任意外部参数。势能

函数要求具有U形状的吸引势， 否则体系不具有单

循环的有限周期性。体系的总能量E=K+φ， 在
此基础上， 定义温度为动能平均值的两倍， 即

温度T= 2 K t， （2）

压强 p= - ∂φ
∂V t

， （3）

式中： ⋯ t 指一个周期上的时间平均。由于

dx
2(E-φ )/m

表示粒子处于 x~x+dx上的时

间 ， 周 期 τ=∫
x- (E，V )

x+ (E，V ) dx
2(E-φ )/m

， 那 么

dx
τ 2(E-φ )/m

表示粒子出现在 x~x+dx上的

概率。式中， x± (E，V ) 表示相空间轨迹的转折

点， 即 E-φ( x，V )= 0 的解。这样任意物理量

f ( x；E，V )的热力学平均值为

f ( x；E，V )
t
=

1
τ ∫x- (E，V )

x+ (E，V ) f ( x；E，V )
2 [ E-φ( x，V ) ] /m

dx。 （4）

有了式（2）和式（3）温度和压强的定义， 则可证
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明
dE+ pdV

T
完全可微（公式证明见文献［11］）， 其

全微分记为dS， 则熵的定义为

S (E，V )=

ln 2∫
x- (E，V )

x+ (E，V )

2m [ E-φ( x，V ) ] dx， （5）

此为亥姆霍兹定理。不难看出， 熵实际上为相空

间中运动轨迹所包围面积的对数， 它被定义为体

积熵。于是， 此类单循环力学系统出现了热力学

系统的行为， 满足热力学定律

TdS= dE+ pdV。 （6）

对于非单环系统， 由于相空间轨道无法闭

合， 且系统运动周期为无限大， 因此无法对物理

量作热力学平均。玻尔兹曼又将这个定理推广到

多维遍历系统， 提出了广义亥姆霍兹定理［12］， 证
明了对于具有任意自由度的遍历系统， 热力学关

系在力学上都成立， 因此体积熵可以作为热力学

熵的力学模拟。

赫兹在 1910年证明了在各态历经系统中， 上
述定义的体积熵是一个绝热不变量［13］。所谓绝热

不变量， 是指当系统参数发生缓慢变化时保持不

变的物理量。对于多粒子哈密顿系统， 当势能中

任意参数作缓慢变化时， 相空间中等能面E所包

围的体积将保持恒定， 即体积熵是绝热不变量。

这里的“绝热”所代表的含义与热力学中“准静态”

相对应， 即在热力学中孤立系统作缓慢变化的过

程中（准静态压缩或膨胀）， 其熵保持不变， 进一

步证明了简单动力学系统中的热力学行为。量子

力学的量子化条件是一个动力学系统相空间体积

为绝热不变量的很好的说明。一对共轭量（p，q）

的半经典量子化条件为 ∮pdx= nℏ， 也就是 S（E，

V）的 对 数 部 分 。 当 一 个 力 学 系 统 哈 密 顿

H ( p，x；V )参数V（如一维谐振子弹性系数 k或振

子质量m）作缓慢变化时， 量子数 n为整数时才能

保证半经典量子化条件成立， 因此， ∮pdx必须是

绝热不变量。

2　单粒子在一维ϕ4平均场中的热力

学行为

2. 1　单粒子在一维ϕ4平均场中的运动

一维ϕ4平均场中运动粒子的哈密顿量为

H ( x，p；V )= p2

2m -V
x2

4 + x4

4 ， （7）

式中： 势能 φ( x，V )=-Vx2/4 + x4/4 可以是外

部参数V的任意函数， V称为广义体积， 选择符

号V仅仅是为了让式（6）成为更具熟知的热力学

形式； m为粒子的质量； x表示粒子的位置坐标。

图 1（a） 展示了V=1. 0 和 0. 9 时的势能曲线。势

能函数图像呈现双势阱形状， 并在两个势阱之间

存在一个势垒。当V减小时， 势阱的宽度变窄， 
粒子被约束在一个更小的范围， 因而V也具有热

力学中体积的寓意。

将哈密顿量给出的总能量E=K+φ定义为系

统的内能。当能量E确定时， 粒子作周期性的单

循环运动。系统以临界能量Ec=φ（0）=0 为分界

线， 当E<0 时， 粒子在其中的一个势阱内运动， 
当E>0时， 粒子可以越过中间势垒在左右势阱中

往复运动。设粒子质量m=1， 由式（7）计算V=

（a） 一维ϕ4平均场模型的势能曲线

（b） V=1. 0时粒子在一维ϕ4平均场中运动的相空间轨迹

图 1　一维ϕ4平均场模型的势能曲线随参数V的变化及对应的相

空间轨迹图

Fig. 1　The potential energy curve of the one-dimensional ϕ4 mean 
field model varies with the parameter V and the corresponding phase 

space trajectory
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1. 0 时在不同能量下所对应的粒子作周期运动的

动量及位置的变化， 为方便研究本文所计算物理

量均采用无单位形式。图 1（b） 展示了粒子在平

均场中运动所对应的相空间轨迹。不同能量值下

粒子的运动轨迹均为封闭周期性轨道。当系统能

量E等于临界能量Ec时， 相空间轨迹有一条交叉

状的分界线（图中绿色线条）。红色线条表示E>
Ec时， 每一能量只对应一条封闭的相空间轨迹， 
而蓝色线条表示E<Ec时， 同一能级下对应的相

空间轨迹分为不相连的两条。

2. 2　S⁃E，T⁃E的关系与负热容

由式（5）可求出给定E、 V时系统的热力学熵

S（E，V）。系统熵的大小为图 1（b） 中相空间封闭

曲线所包围面积Φ的对数。

S (E，V )= ln Φ (E，V )， （8）

相空间体积

Φ (E，V )=

2∫
x- (E，V )

x+ (E，V )

2m [ E-φ( x，V ) ] dx=∮pdx，（9）

式中： x- (E，V )和x+ (E，V )分别表示粒子运动最

左和最右转折点的坐标位置。

给定能量 E， 由式（8）可以计算孤立体系的

熵， 得到系统熵 S依赖总能量E的变化关系。由

式（6）知， 熵对能量的导数可得到温度T与能量E
的变化关系， 即

T= 2 K t = ( ∂S
∂E )-1

。 （10）

结合图 1（b） 中粒子的运动情况计算不同能

量E所对应的熵和温度值， 图 2 给出V=1. 0时体

系 S-E和T-E的依赖关系。E<Ec时熵随着能量

单调增加， 在E=Ec时出现突变， 之后又随能量连

续增加。这种依赖关系可以直观地从运动的相轨

迹图中看出。当E<Ec时， 粒子受限于其中的一

个势阱中， 环形的相轨道所包含的面积连续增

大， 导致熵也连续增加。但当能量越过Ec点时， 
相轨道突变扩展到环绕两个势阱的纺锤形轨道， 
面积的突然增加导致熵的突变。之后相轨道所包

围面积又呈连续增加状态。可以推断， 总能量升

高， 反映体系动能平均值的温度应该单调上升。

但是， 图 2（b）展示的温度随能量的变化没有出现

这种预想的行为， 而是在能量增加的背景下， 温
度在 Ec 的附近先急速下降， 并在 Ec 出现一个奇

点， 然后再随能量E的增加单调上升。这种反常

的现象就是宏观热力学体系所没有的负热容

现象。

热容的定义是指系统从外界吸收的热量（能

量）与温度的升高之比， 即

CV = ( ∂T
∂E )-1

， （11）

当E趋于Ec时， 图 2（b） 负的斜率导致 lim
E→E-

c

CV =

( ∂T
∂E )-1

< 0。

在所有宏观体系中， 热容都为正值， 即便是

发生相变如液体在汽化时， 体系从外界吸收能

量， 温度保持不变， 即热容为正无限大。如果热

容为负， 说明系统会出现从外界接收能量的同时

温度降低的反常现象。然而在少量原子分子体系

中， 通过实验可以发现存在这种反常的负热容［1］。

需要强调的是负热容是只发生在孤立小系统中的

热平衡现象。微正则系综有关公式是处理孤立小

（a） S-E关系

（b） T-E关系

图 2　V=1. 0时一维ϕ4平均场中单粒子的S-E关系和T-E关系

Fig. 2　S-E relationship and T-E relationship of single particle in 
one-dimensional ϕ4 mean field when V=1. 0

312



（总第 215 期） 一维ϕ4平均场中单粒子系统的热力学行为研究（吕 乐等）

系统的合适理论， 负热容现象是小系统总能量保

持恒定的表现。而对于正则系综， 由于施加了体

系与无限大热源的热平衡， 因此它不适合描述一

个孤立的系统。这两种系综在大量粒子的极限条

件下是等价的， 由经典热力学可知， 在这种情况

下不可能存在负热容。

2. 3　p⁃E关系、p⁃V关系和负压缩率

由式（3）可计算系统的广义压强， 图 3 展示了

4 种不同势能曲线下压强随系统总能量的变化关

系。整体而言， p随能量E的增加而增大。但有两

处局部区域压强随能量的升高而下降， 反映出动

能和势能之间此消彼长的隐性变化行为。广义压

强来源于两部分， 一部分是粒子动能导致的对压

强正的贡献， 另一部分是势能的吸引性产生的负

压强。V=1. 0整个区域的压强为正说明动能的贡

献要胜过吸引势的贡献。其中， 红色实线是标准

势函数φ( x )=-x2/4 + x4/4 的 p-E关系。绿色、 
蓝色和黑色实线分别对应 x4/4 项系数乘以 1. 5， 
2. 0 和 4. 0 的结果。由于 ϕ4势中 x4项代表吸引力

项， 人为增大 x4项的系数无疑增大了势阱对粒子

的吸引作用， 结果正如预期， 相同能量下的压强

依次下降。如果势阱底部是平坦的， 如同处于方

盒中的理想气体， 压强将正比于能量E。

当势能 φ( x，V )中的参数V变化时， 其广义

压强 p也将改变。图 4 展示了体系能量E分别为

−0. 02和0. 1时， 压强 p随体积V的变化以及压缩

率 随 体 积 V 的 变 化 。 压 缩 率 定 义 为 χ=

- 1
V ( )∂V

∂p 。一般情况下， 体系会反抗外部压力， 

即压强增加， 体积将减小， 压缩率为正； 但如果体

积随压强的增加而增加， 则会出现负压缩率反常

现象。在宏观体系中， 压缩率恒为正， 极端情形

下， 超临界点附近的流体是无限可压缩的， 压缩

率为正无限大。压缩率为正也是勒夏特列原理对

平衡态下热力学体系的要求。图 4（a） 是能量E=
−0. 02时系统的 p-V关系， 呈现出类似理想气体

的双曲线特征。

图 3　一维ϕ4平均场系统的广义压强 p随能量E的变化

Fig 3　Variation of generalized pressure p with energy E in one-
dimensional ϕ4 mean-field system

（a） E=−0. 02时压强-体积关系

（b） E=−0. 02时压缩率-体积关系

（c） E=0. 1时压强-体积关系
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（d） E=0. 1时压缩率-体积关系

图 4　两种能量值条件下， 压强-体积关系及压缩率-体积关系

Fig. 4　Pressure-volume relationship and compressibility-volume 
relationship under two energy values

图 4（b） 是该条件下的压缩系数对体积V的

依赖关系， 接近于理想气体 χ-V的线性关系， 同
时压缩率恒为正值， 符合正常热力学体系的压缩

行为。图 4（c） 是当能量E=0. 1 时呈现出的 p-V
关系， 先单调减小， 然后单调增加。曲线的斜率

从负值变化到零（虚线位置）再连续增加到正值。

斜率为正、 负的区域分别对应负与正的压缩系

数， 零斜率位置对应着图 4（d） 的压缩率从正无限

大到负无限大的突变。Chomaz 等［14］曾研究过小

系统出现的负压缩率现象。一般情况下， 体系可

能出现上面的其中一种压缩率变化行为。而就本

文所讨论的势能函数而言， 当V在 1. 0~2. 0的范

围内时， 通过计算发现当能量从最低的−0. 062 5
增大到约−0. 045时， 中间过程中会出现正负压缩

率转换的现象； 当E从−0. 045增大到 0时， 压缩

率为正； 当E在 0~35. 8范围内， 又出现负压缩率

现象； 当 E>35. 8 时， 整个区域的压缩率又全为

正。这种交替出现负压缩率的现象有待深入

研究。

2. 4　正则系综下的ϕ4体系

前面所讨论的是体系能量 E保持恒定的情

况， 即微正则系综， 而实际上小如分子尺度的这

种低自由度粒子系统很难维持能量恒定， 所以这

种系统实际上是一个与恒温热源T相接触的正则

系综。此时， 体系处于能量为E的概率PT (E )服
从玻尔兹曼分布

PT (E )∝Φ (E ) exp (-E/kBT )=
exp (S/kB-E/kBT )。 （12）

图 5 展示了正则系综下 ϕ4 单粒子系统（V=

1. 0）的总能量E对应的各状态的概率分布， 图中

的PT (E )没有作归一化。对于该系统， 能量的取

值范围是从最低能量−1/16一直到无限大。

如图 5 所示， 当热库温度 T较低且 T=0. 01
时， 能量分布集中在低于Ec的很狭窄范围内， 呈
单峰分布； 当热库温度 T较高时， 可以看到 T=
0. 2时系统能量在高能段很宽的一个范围， 此时也

呈单峰分布； 而当热库取中间温度时， 分布函数

则呈现“双峰性”。分布函数PT (E )经常用作补充

手段来分析原子团簇热力学行为。根据 Schmidt
等的研究， 具有“双峰性”的能量分布是该系统呈

现负热容的充要条件［1］。微正则系综下的模拟表

明， PT（E）具有双峰的特征所对应的是原子或分

子团簇从固态相到液态相转变的过程［15‐16］， 它也

和前面讨论的负热容有直接的联系。

正则系综的ϕ4体系的能量E可以取分布函数

允许的任意值， 对于能量E变化所对应的粒子各

种运动状态， 根据式（10）体系又有各自的微正则

温度， 记作Tm。对式（12）微分再等于零， 有
∂Φ
Φ∂E = 1

kBT
， 即Tm = ( ∂S

∂E )-1

=T。 （13）

式（13）说明分布函数峰值位置对应的微正则

温度Tm恰好就是与之作热接触的热库温度T。如

果分布函数是“单峰”的， 则最大概率状态的温度

与外部热源温度相等。如果分布函数满足“双峰

性”时， 微正则温度可以取两个值， 且这两个值都

满足条件（13）， 说明此时系统可以出现两种不同

的亚稳态。

图 5　与温度T的热库接触的ϕ4系统处于能量E的概率PT（E） 分布

函数随热库温度T的变化

Fig. 5　The distribution function of the probability PT（E） of ϕ4 
system in contact with a thermal reservoir of temperature T at 

energy E as a function of thermal reservoir temperature T
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3　结果与讨论

综上所述，一维 ϕ4平均场的单粒子系统同样

具有小系统特有的相变、 负热容、 负压缩率这样

的反常热力学行为。这些反常现象来源于在临界

能量处由于能量微小的增加导致相轨道空间的突

变。这样的机制恰是那些小体系的反常热力学现

象的原因。Schmidt 等在实验发现 147 个 Na 原子

团簇在熔化过程中呈现负热容效应［1］， 此数量的

钠原子结构呈现紧密的二十面壳体结构的最佳配

置， 导致它的总势能很低。因此， 他们认为当体

系在有外界能量输入发生相变时， 输入的能量不

足以撬动结构的转变， 此时所需额外的能量将由

原子的动能提供， 于是团簇表现为吸收热量温度

降低的负热容现象。从单一稳定的结构到各种可

能结构的转变， 使得粒子能够探索更大的构型空

间。原子团簇相变时发生的“破壳”过程， 无疑发

生了相空间的突变。负热容正是这种相空间的突

变引起。

原子团簇熔化时的负热容现象也在 Eryürek
等［16］对 55 个 Ar 原子团簇和 Wu 等［17］对 CuN（N=
1 956， 2 112， 2 208， 2 340）原子团簇体系的分子

动力学研究中出现。Eryürek 计算的体系构象熵

（熵的空间部分）呈现出随势能和总能量出现的双

峰分布， 也暗示了相空间在相变点的突变。Wu等

所展示的 2 112 个铜原子团簇在熔化前的有序到

熔化后无序状态的变化也直接反映了熵的突变

（参见图2（a））， 进而指向相空间的突变行为。

4　结　论

本文利用亥姆霍兹定理研究了一维ϕ4平均场

中单粒子系统的热力学行为， 可以发现在这一简

单的系统中， 同样存在温度、 熵、 压强等物理概

念， 且具备热力学核心关系式。与其他模型相

比， 一维 ϕ4平均场动力学体系表现最为简单而引

入又最为自然。模型对负热容、 负压缩率等产生

机理有着清晰的物理图像， 即相空间的突变。

无论是 147个Na团簇的实验现象， 还是Ar原
子团簇或Cu原子团簇的分子动力学研究结果， 不
管各学者对其中出现的负热容现象作何种解释， 
本质上都与这些原子团簇发生相变时的相空间突

变行为相关联。此外， 这些体系中总能量的概率

分布函数在相变区域都呈现与ϕ4模型一致的双峰

性， 而远离负热容区域的分布函数恢复为正常的

单峰分布。

需要强调的是， 一维 ϕ4平均场动力学体系是

不具备描述多原子团簇体系具体热力学行为的， 
后者有比前者大得多的自由度。而在负热容、 负
压缩率等几个反常行为上， 它们展示的行为是一

致的。
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