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摘 要：根据肺结核（TB）的传播机理， 建立了一类具有标准发生率的TB传染病SEIR模型， 并讨论了该模

型的稳定性。通过常数变易法和反证法证明了模型的正向不变集； 利用下一代矩阵法计算得到模型的基本

再生数R0； 通过构造Lyapunov函数法证明了当R0 ≤ 1时无病平衡点D0 是全局渐近稳定的； 利用Hurwitz判
据证明了当R0 > 1时地方病平衡点D* 是局部渐近稳定的， 且借助Li-Mulowney几何方法给出了地方病平衡

点D*全局渐近稳定的条件； 最后， 通过数值模拟验证了所得结论的有效性 .
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Abstract： According to the transmission mechanism of tuberculosis （TB）， a SEIR model of TB infec‐
tious disease with standard incidence was established， and the stability of the model was discussed.  
Through constant variation method and the reduction to absurdity， the prove the positive invariant sets of 
the model is proved； The basic regeneration number R0 of the model is calculated by the next generation 
matrix method， and it is proved that the disease-free equilibrium point D0 is globally asymptotically stable 
by constructing Lyapunov function method when R0 ≤ 1.  It is proved by Hurwitz criterion that the 
endemic equilibrium point D* is locally asymptotically stable when R0 > 1， and based on the Li-Mulowney 
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endemic equilibrium . Finally， the validity of the results is verified by numerical simulation.
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0　引　言

结核分支杆菌（MTB）是导致肺结核（TB）的
主要病因， 一直以来TB严重威胁人类的生命， 直
到今天 TB 仍是全球公共卫生关注的问题。世界

卫生组织全球结核病报告显示， 2020年全球新发

结核病患者 987 万［1］。研究表明肺结核患者的肺

癌发病率是非肺结核人群的 2~4倍［2］，因此， 对肺

结核的预防和控制至关重要。近 30年来， 人们越

来越重视对肺结核数学模型的研究， 并且取得了

显著成果。Castillo-Chavez 等［3］对传染性结核病

做了研究， 建立了单株和双株结核病模型， 给出

了一个简单的SLIT模型
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dS
dt

= Λ - βc S
I
N

- μS，

dL
dt

= βc S
I
N

- ( )μ + k + r1 L + β 'cT
I
N

，

dI
dt

= kL - ( )μ + d I - r2 I，

dT
dt

= r1 L + r2 I - β 'cT
I
N

- μT。
Ullah 等［4］建立了一个 TB 模型用以研究治疗

依存水平和认知水平差异对结核病传播的影响， 
通过计算流行病阈值 Rb 来分析所提模型的动力

学。Liu等［5］提出了一个模型来描述疫苗接种和治

疗对结核病感染的影响， 当疫苗接种率或治疗率

达到一定的阈值时， 结核病的传播可以得到有效

控制。Egonmwan 等［6］提出了一个新的数学模型

来检验潜伏性和活动性结核病病例的诊断和治疗

对结核病传播动力学的影响。Ojo等［7］提出了一个

六仓室结核病模型， 用以研究疫苗接种在特定人

群中对疾病传播和控制的潜在影响 . Abimbade
等［8］提出了一个包含外源性再感染和不完全治疗

的结核病传播的数学模型， 结果表明， 不完全治

疗的模型呈现后向分岔现象。此外， 他们还研究

了在没有外源性再感染的情况的模型， 结果表

明， 当R0 < 1时， 无感染状态是全局渐近稳定的， 
当 R0 > 1时， 该模型具有全局渐近稳定的唯一地

方病平衡点。该模型被扩展为 3 个时间相关控制

函数， 结果显示每一种随时间变化的控制都能以

最低的实施成本降低结核病感染的流行率。宁鹏

静等［9］根据肺结核的传播机理， 建立并研究了一

类TB传染病SEI模型， 通过PRCC方法进行敏感

性分析， 从而确定了影响肺结核传播的关键因

素， 为肺结核的防控提供了参考， 但是该模型并

未考虑耐药性对肺结核传播的影响。

以上文献均采用传统方法通过构造Liyapinov
函数法来研究全局稳定性， 本文基于赵亚飞等［10］

提出的 Li-Mulowney 几何方法来研究模型的全局

稳定性， 弱化了地方病平衡点全局稳定性的条

件， 所得结果更具有现实意义。

1　模　型

本文主要考虑如下具有标准发生率的 TB 传

染病SEIR模型
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dS
dt

= b - dS - β1 SI
N

，

dE
dt

= β1 SI
N

+ β2 RI
N

-( )d + ν + r1 E + pr2 I，

dI
dt

= νE - ( )d + μ + r2 I，

dR
dt

=-dR + r1 E + qr2 I - β2 RI
N

，

（1）

式中： S， E， I， R分别表示易感者、 潜伏者、 患病

者和康复者； 人口总数记为 N， N=S+E+I+R； 
b表示人群以概率 b成为易感者； d表示自然死亡

率； μ表示因病死亡率； β1，β2表示每单位时间内每

次接触被一名感染个体感染的易感和康复个体的

平均比例； ν 表示潜伏者变为感染者的比例； p 表

示感染者治疗失败重新入潜伏者的比例； q表示感

染者治疗成功进入康复者的比例， 且 p + q = 1； 
r1， r2表示人均治疗率。

在模型（1）的基础上考虑当 β1 = β2 时的传染

病模型
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dS
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= b - dS - βSI
N

，

dE
dt

= βSI
N

+ βRI
N

-( )d + ν + r1 E + pr2 I，

dI
dt

= νE - ( )d + μ + r2 I，

dR
dt

=-dR + r1 E + qr2 I - βRI
N
。

（2）

定理 1　区域 Ω ={( S，E，I，R ) |0 ≤ S + E +

I + R ≤ b
d }是模型（2）的正向不变集。

证明　将模型（2）的 4 个式子相加， 得到
dN
dt

= b - dN - μI ≤ b - dN， 故 S + E + I +
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R ≤ b
d
。

下面采用反证法［10］证明0≤S+E+I+R。

取 T=sup { τ ≥ 0|∀t， 0 ≤ t ≤ τ， 使 S ( )t ≥ 0，
E ( )t ≥ 0， I ( )t ≥ 0， }R ( t )≥ 0 ， 现证T =+∞。

若 0 < T <+∞， 根据解的连续性， S (T )， 
E (T )， I (T )， R (T )至少有一个为0。

若 在 E (T )， I (T )， R (T ) 变 为 0 之 前 ， 

S (T ) = 0， 则
dS ( )T

dt
= lim

t → T-

S ( )T - S ( )t
T - t

=

lim
t → T-

-S ( )t
T - t

≤ 0， 由模型（2）的第 1 个式子得到

dS ( )T
dt

= b > 0， 故产生矛盾。若在 S (T )， I (T )， 

R (T )变为0之前， E (T ) = 0。
dE ( )T

dt
= lim

t → T-

E ( )T - E ( )t
T - t

= lim
t → T-

-E ( )t
T - t

≤ 0。
由 模 型（2）的 第 2 个 式 子 得 到

dE ( )T
dt

=

βSI
N

+ βRI
N

+ pr2 I > 0，故产生矛盾。若在 S (T )， 

E (T )， R (T )变为0之前， I (T ) = 0。
dI ( )T

dt
= lim

t → T-

I ( )T - I ( )t
T - t

= lim
t → T-

-I ( )t
T - t

≤ 0。
由模型（2）的第 3 个式子得到

dI ( )T
dt

=νE>

0， 故产生矛盾。若在 S (T )， E (T )， I (T ) 变为 0
之前， R (T ) = 0。
dR ( )T

dt
= lim

t → T-

R ( )T - R ( )t
T - t

= lim
t → T-

-R ( )t
T - t

≤ 0。
由 模 型（2）的 第 4 个 式 子 得 到

dR ( )T
dt

=

r1 E + qr2 I > 0， 故产生矛盾。

故0 ≤ S + E + I + R， 综上所述，定理1得证。

2　平衡点和基本再生数

将S ( t ) + E ( t ) = N ( t ) - I ( t ) - R ( t )代入模

型（2）中， 得到其等价系统
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dN
dt

=b-dN-μI，

dE
dt

= βI
N ( )N-E-I -( )d+ν+r1 E+pr2 I，

dI
dt

=νE-( )d+μ+r2 I。
（3）

通过计算， 得到无病平衡点 D0 = ( )b
d
，0，0 和

地方病平衡点D* =( N*，E*，I* )。

其中， E* = d + μ + r2

ν
I*， I*=

ν ( )R0 - 1
kR0

N*， 

N* = bkR0

dkR0 + μν ( )R0 - 1
， k = d + r2 + μ + ν。

通过下一代矩阵法［12］计算得到基本再生数

R0 = βν
( )d + ν + r1 ( )d + μ + r2 - pr2ν

，

F= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

0 β
0 0

， V =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úd + ν + r1 -pr2

-ν d + μ + r2
，

FV-1 = 1
( )d + ν + r1 ( )d + μ + r2 - pr2ν

·

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

βν β ( )d + ν + r1

0 0
。

故可得到

R0 = βν
( )d + ν + r1 ( )d + μ + r2 - pr2ν

。

3　局部稳定性

3. 1　无病平衡点的局部稳定性

定理 2　当R0 < 1时， 模型（3）的无病平衡点

D0 ( b
d
，0，0)是局部渐近稳定的。

证明  求出模型（3）在D0 ( b
d
，0，0)处的 Jacabian

矩阵

J ( D0 )=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú-d 0 -μ
0 -( )d+ν+r1 β+pr2

0 ν -( )d+μ+r2

。（4）

由式（4）得出模型（3）在D0 ( b
d
，0，0)处的特征方

程为

( λ + d ){[ λ +( d + ν + r1 ) ][ λ + (d + μ + r2) ]-
ν ( β + pr2) }= 0。 （5）

当R0 < 1时， 特征根 λ2， λ3满足

λ2 + λ3 =-(2d + ν + μ + r1 + r2)< 0，
λ2 λ3=( d+ν+r1 ) (d+μ+r2)-ν ( β+pr2)>0，

则 λ2，λ3 < 0， 故 λ1 =-d < 0， λ2 < 0， λ3 < 0。
故 当 R0 < 1 时 ， 模 型（3）的 无 病 平 衡 点
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D0 ( b
d
，0，0)是局部渐近稳定的。

3. 2　地方病平衡点的局部稳定性

定理 3  当 R0 > 1 时， 模型（3）的地方病平衡

点 D*( N*，E*，I* )是局部渐近稳定的 .
证明  先计算模型（3）在 D*( N*，E*，I* ) 处的

Jacabian矩阵

J ( D* ) =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú-d 0 -μ
a ( )R0 - 1

R0
-( )a + d + ν + r1

β
R0

- a + pr2

0 ν -( )d + μ + r2

，

（6）

式中： a = βI*

N*
。

由式（6）得出模型（3）在D* =( N*，E*，I* )处的

特征方程为

λ3 + Aλ2 + Bλ + C = 0， （7）

式 中 ：A = 3d + a + ν + μ + r1 + r2 > 0； B =
a (2d + ν + μ + r2)+d ( )2d + ν + μ + r1 + r2 > 0； 

C=ad (d + μ + r2)+ aνμ ( )R0 - 1
R0

> 0。
根据Hurwitz判据［13］可得

Δ1 = B > 0， Δ2 = |
|
|||||

|
||||B C
1 A

= AB - C > 0，

Δ3 =
|

|

|

|
||
|

||

|

|

|
||
|

|B C 0
1 A 0
0 0 1

= Δ2 > 0。
因此， 方程（7）的特征根均具有负实部， 故当

R0 > 1时， 模型（3）的地方病平衡点 D*( N*，E*，I* )
是局部渐近稳定的。

4　全局稳定性

4. 1　无病平衡点的全局稳定性

定理 4　当R0 ≤ 1时， 模型（3）的无病平衡点

D0 ( b
d
，0，0)是全局渐近稳定的。

证 明　 构 造 Lyapunov 函 数 W ( t ) = E +
β + pr2

d + μ + r2
I， 显 然 有 W ( b

d
，0，0)= 0，并 且

W ( N，E，I ) > 0也成立。因此， 若R0 ≤ 1， 有

W' ( t ) = E' + β + pr2

d + μ + r2
I' =

é

ë
ê
êê
ê β + pr2

d + μ + r2
ν - βI

N
-( d + ν + r1 ) ù

û
úúúúE +

é

ë
ê
êê
ê( β + pr2 - βI

N )- ( β + pr2) ù
û
úúúú I ≤

é

ë
ê
êê
ê β + pr2

d + μ + r2
ν -( d + ν + r1 ) ù

û
úúúúE - βI 2

N
=

( d + ν + r1 )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ν ( )β + pr2

( )d + ν + r1 ( )d + μ + r2

- 1
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

·

E - βI 2

N
≤ 0。

故 当 R0 ≤ 1 时 ， W' ( t ) ≤ 0； 当 且 仅 当 

N = b
d
， E = I = 0 时 ， 有 W' ( t ) = 0。 根 据

Lyapunov-LaSalle不变集定理［14］可知， 模型（3）的

无病平衡点D0 ( b
d
，0，0)是局部渐近稳定的 .

4. 2　无病平衡点的全局稳定性

设开集D ⊂Rn， 对x ∈ D， x → f ( x ) ∈Rn 是C1

函数， 考虑微分方程

dx
dt

= f ( x )。 （8）

设 x ( t，x0 ) 是系统（8）的解， 且 x ( 0，x0 ) = x0， 
假设：

H1 ) D是单连通区域，

H2 ) 存在一个紧吸收集E ⊂ D，

H3 ) 系统（8）在D内存在唯一平衡点x* ⊂ D。

引理 1［15］　假设 H1 )~H3 ) 成立， 则当
-q < 0

时， 方程（8）的唯一平衡点x*在D内是全局渐近稳

定的， 且
-q = lim

t → ∞
sup
x0 ∈ E

1
t ∫

0

t

μ ( )B ( )x ( )s，x0 ds， （9）

式 中 ： B = QfQ-1 + QJ [ ]2 Q-1； μ ( B )=

lim
h → 0+

||I + hB|| - 1
h

是矩阵的Lozinskil测度。

定理 5［10］　若系统（8）满足条件 H1 ) ~H3 )且
如下条件H4 )成立， 则系统（8）存在唯一的平衡点

x*在D是全局渐近稳定的。

H4 ) 存在函数 gi( t )， i = 1，2，3，⋯，n和充分大

的 T1 > 0 以及一些正实数 α1，α2，α3⋯，αn， 使得对
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所有的 t ≥ T1和所有初始值x0 ∈ E，

~b ii( t ) +∑
i ≠ j

αj

αi
|~b ij( t ) | ≤ gi( t )， （10）

式中： lim
t → ∞

1
t ∫

0

t

gi( )s ds = ~δ i < 0， ~b ij( t ) 表示矩阵

B (x ( t，x0 ) )中的项。

定理 6　如果 β + μ < d 2

b
， 当 R0 > 1 时， 模

型（3）的无病平衡点 D*( N*，E*，I* ) 是全局渐近稳

定的。

证明  通过计算得到模型（3）的 Jacabian 矩

阵为

J=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
-d 0 -μ

βI ( )E + I
N 2 -( )βI

N
+ d + ν + r1 β - 2βI

N
- βE

N
+ pr2

0 ν -( )d + μ + r2

。 （11）

矩阵 J的第二加性复合矩阵为

J [ ]2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú-( )βI
N

+ 2d + ν + r1 β - 2βI
N

- βE
N

+ pr2 μ

ν -( )2d + μ + r2 0

0 βI ( )E + I
N 2 -( )βI

N
+ 2d + μ + ν + r1 + r2

。 （12）

取 Q = diag{1，E
I
，

E
I }， 通 过 计 算 可 得

Q-1 = diag{1， I
E
，

I
E }， QfQ-1 = diag

ì
í
î
0，E'

E
-

I'
I
，

E'
E

- I'
I
ü
ý
þ
， 则

B = QfQ-1 + QJ [ ]2 Q-1 =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

úb11
I
E ( )β - 2βI

N
- βE

N
+ pr2

μI
E

νE
I

b22 0

0 βI ( )E + I
N 2 b33

，（13）

式中： b11 =-( βI
N

+ 2d + ν + r1)； b22 = E'
E

- I'
I

-

(2d + μ + r2)； b33 = E'
E

- I'
I

- ( βI
N

+ 2d + μ +

ν + r1 + r2)。
由模型（3）的第2式和第3式可得
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（14）
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|
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NE
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dE
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dE
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|
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||
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E
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I
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I
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- I'
I
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I
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g3 = b33 +
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||
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E'
E

- I'
I

- ( βI
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βI ( )E + I
N 2 ≤ E'

E
- I'

I
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（17）

此时，

lim
t → ∞

1
t ∫

0

t

g1( s ) ds ≤ bβ
d

+ bμ
d

- d < 0，（18）

lim
t → ∞

1
t ∫

0

t

g2( )s ds ≤-d < 0， （19）

lim
t → ∞

1
t ∫

0

t

g3( )s ds ≤-(2d + μ + ν + r1 + r2)< 0。
（20）
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故当 β + μ < d 2

b
时， lim

t → ∞

1
t ∫

0

t

gi( )s ds < 0， i =

1，2，3。
由 定 理 5 可 得 ， 模 型（3）的 无 病 平 衡 点

D*( N*，E*，I* )是全局渐近稳定的。

5　数值模拟

对理论分析的结果进行数值模拟检验， 本文

在进行数值模拟时， 通过观察N ( t )， E ( t )， I ( t )随
时间变化的趋势来验证本文所得结论， 较文

献［16］简洁， 且与该文献的研究结果有相似之处。

图 1 模拟了无病平衡点D0的稳定性， 参数值为

r1 = 5. 1， r2 = 5. 2， β = 4. 2， μ = 4， ν = 4. 5，p =
0. 6， q = 0. 4， b = 200， d = 5， 通 过 计 算 可 得

R0 = 0. 098 < 1， E ( t )，I ( t )的数量趋近于0， 说明疾

病灭绝。参数值满足定理4的条件， 说明D0全局渐

近稳定。图 1 中数值模拟结果验证了上述结论。

图 2 模拟了地方病平衡点D* 的稳定性， 参数

值为 r1 = 5. 1， r2 = 5. 2， β = 50， μ = 4， ν = 300，
p = 0. 6， q = 0. 4， b = 10， d = 30， 通过计算可得

R0 = 1. 22 > 1。从图 2 可以看出各条曲线变为一

条直线， 意味着疾病一直持续。参数值满足定理 6
的条件， 说明D* 全局渐近稳定。图 2 的数值模拟

结果验证了上述结论。

6　结　论

本文主要研究了具有标准发生率的 TB 传染

病SEIR模型， 通过计算得到基本再生数R0， 运用

Hurwitz 判据和 Li-Mulowney 几何方法分析了模

型， 得到如下结果：

1） 当R0 ≤ 1时， 无病平衡点D0是全局渐近稳

定的。

2） 当R0 > 1时， 地方病平衡点D*是局部渐近

稳定的， 且当 β + μ < d 2

b
时， 地方病平衡点 D* 是

全局渐近稳定的。

最后通过数据模拟检验了上述结论。考虑肺

结核传播受众多因素的影响， 例如移民、 种族差

异和平均潜伏期等， 后期将研究受这些因素影响

的肺结核动力学性态的数学模型并利用理论成果

制定合理的控制策略。
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