
2024 年 第 45 卷 第 4 期
（总第 216 期）

Vol. 45 No. 4 2024
（Sum No. 216）

中 北 大 学 学 报（自然科学版）

JOURNAL OF NORTH UNIVERSITY OF CHINA（NATURAL SCIENCE EDITION）

带有时滞的SEAIQRS网络传染病模型动力学分析
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摘 要：大多数经典的传染病模型并没有考虑到人口的异质性， 为了更准确地描述新型冠状病毒的传播机

制， 考虑了基于无标度网络的带有时滞的SEAIQRS传染病模型。通过下一代矩阵法求得其基本再生数， 并
证明了正平衡点的存在唯一性， 然后证明了模型在无病平衡点处 Hopf分岔的存在性， 最后利用 MATLAB
模拟了本文模型， 通过在节点数为1 000的无标度网络上运行30次取平均值得到关于各类人口的时间演化曲

线， 并利用PRCC敏感性分析研究了敏感性更强的参数对疾病传播的影响。结果表明， 当R0 >1时， 疾病存

在唯一正平衡点且是局部渐近稳定的， 并且发现染病率和治愈率是影响疾病传播的关键参数。文中考虑了

无症状染病者变为有症状染病者的时间滞后 τ， 这可能会导致传染病在传播过程中出现周期性传播的现象。

为了达到控制传染病暴发的目的， 通过数值模拟绘制了平面投影图来表明R0， β1和γ1三者之间的关系。
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Dynamic Analysis of SEAIQRS Network Epidemic Model with 
Time Delay
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2. College of Science， Beijing University of Civil Engineering and Architecture， Beijing 102616， China）

Abstract： In most classical epidemic models， the spatial heterogeneity of population is not considered.  To 
describe the transmission mechanism of corona virus more appropriately， an SEAIQRS epidemic model with 
time delay based on scale-free network was established in this paper.  The next-generation matrix method was 
used to calculate the basic reproduction number.  Next， the uniqueness and the existence of the endemic 
equilibrium were demonstrated， and the existence of the Hopf bifurcation at the disease-free equilibrium was 
also proved.  Finally， MATLAB was used to simulate the model of this paper.  A scale-free network with 1 000 
nodes was averaged thirty times to obtain time evolution curves about each type of population， and the PRCC 
sensitivity analysis was performed to analyze the impact of more sensitive parameters on disease transmission.  
It is shown that when R0>1， the disease has a unique endemic equilibrium， which is locally asymptotically 
stable， and the infection rate and cure rate are the key parameters affecting the spread of the disease.  The time 
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lag τ from asymptomatic infected people to symptomatic infected people is considered in this paper， which may 
lead to periodic transmission of diseases.  Moreover， projection diagram planes are presented in the numerical 
simulation section to reflect the relationship between R0， β1 and γ1 in order to achieve the purpose of control 
the outbreaks.
Key words： epidemic model； stability analysis； scale-free network； time delay； Hopf bifurcation

0　引　言

传染病不仅会对个体健康造成危害， 而且会给

全球的公共卫生和社会经济发展带来巨大的挑战［1］。

因此， 为了社会秩序的正常运行和经济的高速发展， 
建立传染病传播的数学模型已经成为研究人员的重

要任务之一。在传染病传播的数学模型中， 网络科

学已经成为一个热门的研究领域［2-3］。网络科学的基

本思想是将一个复杂的系统看作是由多个相互作用

的单元构成的网络， 通过分析网络的结构和特征来

更好地理解和模拟系统的行为和演化。在传染病传

播的数学模型中， 网络结构可以用来描述人与人之

间的接触和传播方式。传染病模型可以分为随机网

络模型和确定性网络模型两种类型， 其中， 随机网

络模型通常采用均匀随机网络、 ER网络等， 而确定

性网络模型通常采用规则网络、 小世界网络等［4‐8］。

然而， 实际中的传染病传播往往不是完全随机的， 
而是具有一定的规律性和结构性。无标度网络是一

种具有高聚集度和短路径长度的网络结构， 能够更

好地模拟真实世界中的复杂网络。许多传染病的传

播模式都具有无标度网络的特征， 因此， 使用无标

度网络模型对传染病的传播进行建模具有重要的

意义［9‐12］。

本文将基于无标度网络构建一种新的SEAIQRS
时滞传染病模型， 该模型考虑了潜伏期、 染病态（无

症状与有症状）和恢复态的传染病传播过程。具体

是将网络节点视为人群中的个体， 用节点之间的连

边表示两个个体之间的接触， 然后模拟传染病在节

点之间的传播过程。本文模型将引入时滞效应， 以
更好地模拟实际中传染病的传播过程； 然后证明了

模型在无病平衡点处Hopf分岔的存在性； 最后利用

MATLAB对模型进行模拟， 分析了模型参数对疾病

的影响。研究结果将有助于我们更好地理解和预测

传染病传播的行为和演化， 为公共卫生和政策制定

提供科学依据。

1　模型构造

假设总人群的接触网络基于无标度网络， 每

个节点都代表一个人， 网络上的连边表示人与人

之间的接触， 假设：

1） 网络上的人分为 6 类： 易感者 S（Suscep‐
tible）， 潜伏者 E（Exposed）， 无症状染病者 A
（Asymptomatic infected）， 有症状染病者 I（Symp‐
tomatic infected）， 隔离者 Q（Quarantine）， 恢复者

R（Recovered）， 个 体 总 数 为 N。 Sk ( t )， Ek ( t )， 
Ak ( t )， Ik ( t )， Qk ( t )， Rk ( t )分别表示在 t时刻度为

k（k = 1，⋯，n）的易感者、 潜伏者、 无症状染病者、 
有症状染病者、 隔离者、 恢复者的密度。

2） 易感个体 S 通过接触染病者（包括无症状

染病者与有症状染病者）变成潜伏者 E， 潜伏者 E
又以概率 α变成染病者， 无症状染病者A以概率 q
变为有症状染病者 I， 以概率 γ1 恢复健康， 变成恢

复者R， 有症状染病者A以概率m被隔离， 成为隔

离者Q， 以概率 γ2 恢复健康， 成为恢复者R， 隔离

者Q以概率 γ3 恢复健康， 成为恢复者R， 恢复者R
又以概率 δ 重新变为易感者 S。假设无症状染病

者变为有症状染病者之后不能立刻被发现， 而是

要经过时间 τ才能被发现。

基于以上假设， 本文考虑了基于无标度网络

的时滞传染病模型
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dSk ( t )
dt

=-β1 kSk ( t )θ1 ( t )- β2 kSk ( t )θ2 ( t )+

                    δRk ( t )，
dEk ( t )

dt
= β1 kSk ( t )θ1 ( t )+ β2 kSk ( t )θ2 ( t )-

                    αEk ( t )，
dAk ( t )

dt
= pαEk ( t )- qAk ( t - τ )- γ1 Ak ( t )，

dIk ( t )
dt

=(1 - p ) αEk ( t )+ qAk ( t - τ )-

                   mIk ( t )- γ2 Ik ( t )，
dQk ( t )

dt
= mIk ( t )- γ3Qk ( t )，

dRk ( t )
dt

= γ1 Ak ( t )+ γ2 Ik ( t )+ γ3Qk ( t )-

                    δRk ( t )。

（1）

模型（1）的所有参数 β1， β2， δ， α， p， q， m， 
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γ1， γ2， γ3 都是非负的， 并且都满足 0≤β1， β2， δ， 
α， p， q， m， γ1， γ2， γ3≤1； k 表示每个节点的度； 
θ1 ( t )和 θ2 ( t )分别表示度为 k的易感者接触到无症

状染病者和有症状染病者的概率， 并且

θ1 ( t )= ∑
k = 1

n kp ( k ) Ak ( t )
k

，

θ2 ( t )= ∑
k = 1

n kp ( k ) Ik ( t )
k

，

式中： k = ∑
k = 1

n

kp ( k )表示无标度网络的平均度； 

p（k）表示网络的度分布。

2　动力学分析

通过之前对模型的一些说明， 易知 Sk ( t )+
Ek ( t )+ Ak ( t )+ Ik ( t )+ Qk ( t )+ Rk ( t )= 1， 并 且

集合 Ω={ Sk ( t )>0， Ek ( t )≥0， Ak ( t )≥0， Ik ( t )≥
0， Qk ( t )≥0， Rk ( t )≥0， Sk ( t )+Ek ( t )+Ak ( t )+

Ik ( t )+Qk ( t )+ }Rk ( t )= 1 是模型（1）的正不变集。

下面计算模型（1）的基本再生数R0。显然， 模
型（1）具有无病平衡 E0 =(  1，⋯，1

n

， 0，⋯，0
5n

)， 根

据下一代矩阵法， 结合模型（1）中的Ek， Ak， Ik， Qk

仓室， 可以得到 F（新增感染率）和V（仓室的移

出率）

F=
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，

其中， In为n阶单位矩阵。

P= 1
k

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úk 2
1 p ( k1 ) k1 k2 p ( k2 ) ⋯ k1 kn p ( kn )

k2 k1 p ( k1 ) k 2
2 p ( k2 ) ⋯ k2 kn p ( kn )

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
kn k1 p ( k1 ) kn k2 p ( k2 ) ⋯ k 2

n p ( kn )
n × n

，

FV-1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 β1*P β2*P 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 4n × 4n

⋅

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
1
α
In 0 0 0

p
q + γ1
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+ β2 ((1 - P ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

P ( β1

q + γ1
+ β2 q

( q + γ1 )( m + γ2 )
) P

β2

m + γ2
P 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 4n × 4n

。

矩阵的谱半径为

ρ(FV-1 )=

trace ( )( )β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

P =

( )β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

traceP =

( )β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

k2

k
。
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因此， 可以得到基本再生数

R0 = ( β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 ) ) k2

k
。

定理定理 1　　当且仅当 R0 > 1， 模型（1）存在唯一

的正平衡点。

证明　证明　令 θ = β1θ1 + β2θ2， 根据模型（1）， 可
以计算出

E *
k = k ( β1θ1 + β2θ2 )

α
S*

k， （2）

Ak
* = pk ( β1θ1 + β2θ2 )

q + γ1
S*

k， （3）

I *
k = k ((1 - p ) γ1 + q )( β1θ1 + β2θ2 )

( q + γ1 )( m + γ2 )
S*

k，（4）

Q *
k = mk ((1 - p ) γ1 + q )( β1θ1 + β2θ2 )

( q + γ1 )( m + γ2 ) γ3
S*

k，（5）

R*
k = k ( β1θ1 + β2θ2 )

δ
S*

k。 （6）

可求得

S*
k = A1

A1 + kA2
， （7）

其中，A1 = αδ ( q + γ1 )( m + γ2 ) γ3，A2 = pαδ ( m +
γ2 ) γ3 +( δ + α )( q + γ1 )( m + γ2 ) γ3 -( pγ1 - q -
γ1 )( γ3 + m ) αδ。

将式（3）和式（4）代入 θ = β1θ1 + β2θ2中可得

θ= A1θ
A1+kθA2 ( β1 p

q+γ1
+ β2 ((1-p ) γ1+q )

( q+γ1 )( m+γ2 ) ) k2

k
。

令

F ( θ )= θ - A1θ
A1 + kθA2 ( )β1 p

q + γ1
+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )

( q + γ1 )( m + γ2 )
k2

k
=

θ ( )1 - A1

A1 + kθA2 ( )β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

k2

k
= θf ( θ )。

可知， 0是F ( θ )的一个零解。接下来证F ( θ )有一 个正解。当R0 > 1时，

f ( 0 )= 1 - ( β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 ) ) k2

k
< 0，

df ( θ )
dθ

= A1 A2 k
( A1 + kθA2 )2 ( β1 p

q + γ1
+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )

( q + γ1 )( m + γ2 ) ) k2

k
> 0，

f ( θ )= 1 - A1

A1 + kθA2 ( β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 ) ) k2

k
> 1 -

A1

kθA2 ( β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 ) ) k2

k
> 1 - A1

θA2 ( β1 p
q + γ1

+ β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 ) )。

为使 f ( θ )> 0( θ > 0 )， 取 θ* = 2 A1

A2 ( β1 p
q + γ1

+

)β2 ((1 - p ) γ1 + q )
( q + γ1 )( m + γ2 )

， 可使 f ( θ* )> 0。因此， f ( θ )

存在正解， 即F ( θ )存在一个正解， 使得模型（1）存

在唯一的正平衡点。定理1得证。

下面对模型在无病平衡点处的稳定性进行

分析。

在无病平衡点 E0处将模型（1）线性化可以得

到系统

dX ( t )
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·X ( t - τ )。 （8）
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系统（8）的系数矩阵的特征多项式为

f ( λ )=
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| λIn 0 β1P β2P 0 -δIn

0 ( λ + α ) In -β1P -β2P 0 0
0 -pαIn ( λ + γ1 + qe-λτ ) In 0 0 0
0 -(1 - p ) αIn -qe-λτ In ( λ + γ2 + m ) In 0 0
0 0 0 -mIn ( λ + γ3 ) In 0
0 0 -γ1 In -γ2 In -γ3 In ( λ + δ ) In 6n × 6n

=

|| λIn || ( λ + δ ) In || ( λ + γ3 ) In | ( λ + α )( λ + γ1 + qe-λτ )( λ + γ2 + m ) In -
β1 pα ( λ + γ2 + m ) P- β2 [(1 - p ) αλ +(1 - p ) αγ1 + αqe-λτ ] P |=

|| λIn || ( λ + δ ) In || ( λ + γ3 ) In || λ3 +( γ1 + γ2 + α + m ) λ2 +
[ γ1 γ2 + γ1 m + α ( γ1 + γ2 + m )-( pαβ1 +(1 - p ) αβ2 ) P ] λ +

[ αγ1 γ2 + αγ1 m -( pα ( γ2 + m ) β1 +(1 - p ) αγ1 β2 ) P ]+
+[ λ2 +( α + γ2 + m ) λ + α ( γ2 + m )- αβ2 P ] qe-λτ|。

根据舒尔引理， 存在一个酉矩阵U，使得P= U-1-PU， 可以得到公式

f ( λ )= | λIn || ( λ + δ ) In || ( λ + γ3 ) In || λ3 +( γ1 + γ2 + α + m ) λ2 +

[ γ1 γ2 + γ1 m + α ( γ1 + γ2 + m )-( pαβ1 +(1 - p ) αβ2 ) P
-

] λ +

[ αγ1 γ2 + αγ1 m -( pα ( γ2 + m ) β1 +(1 - p ) αγ1 β2 ) P
-

]+

[ λ2 +( α + γ2 + m ) λ + α ( γ2 + m )- αβ2P
-

] qe-λτ|=
λn ( λ + δ )n ( λ + γ3 )n ( λ + α )n - 1 ( λ + m + γ2 )n - 1 ( λ + γ1 + qe-λτ )n - 1·

（λ3 + q1 λ2 + q2 λ + q3 +( λ2 + q4 λ + q5 ) qe-λτ )， （9）

其中，

P
-

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úK
k1 k2 p ( k2 )

k
⋯ k1 kn p ( kn )

k
0 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0

，

K =
∑
k = 1

n

k2 p ( k )

k
= k2

k
，

q1 = α + γ1 + γ2 + m，

q2 = αγ1 + αγ2 + αm + γ1 γ2 + γ1 m -[(1 -
p ) β2 + pβ1 ] αK，

q3 = αγ1 γ2 + αγ1 m -[(1 - p ) γ1 β2 +
p ( m - γ2 ) β1 ] αK，

q4 = α + m + γ2，

q5 = αγ2 + αm - αβ2 K。

为便于后续应用， 假设以下条件成立， 即
H1： q2

1 - 2q1 q3 + 2q5 q2 - q2
4 q2 > 0，

H2： q2
1 + 2q2 - q2 > 0 并且 q2

3 - q2
5 q2 > 0，

H3： q2
1 + 2q2 - q2 < 0 并且 q2

3 - q2
5 q2 < 0。

由式（9）可知， 对应有 n 重特征根 λ=0， -δ， 
-γ3， n - 1重特征根 λ=-α， - ( m + γ2 )， 其余特

征根满足以下两个方程

f1 ( λ )= λ + γ1 + qe-λτ，

f2 ( λ )=λ3+q1 λ2+q2 λ+q3+( λ2+q4 λ+q5 ) qe-λτ。

下面进行分析：

1） τ = 0
f ( λ )= λn ( λ + δ )n ( λ + γ3 )n ( λ + α )n - 1·

( λ+m+γ2 )n-1 ( λ+γ1+q )n-1 ( λ3+( q1+q ) λ2+
( q2 + q4 q ) λ + q3 + q5 q )。

当 q2 + q4 q > 0 并且 q3 + q5 q > 0 时， f ( λ )的
特征值的实部小于等于0， 即

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

αγ1 + αγ2 + αm + γ1 γ2 + γ1 m + αq + mq + γ2 q -((1 - p ) β2 + pβ1 )αK =
αγ1 + αγ2 + αm + γ1 γ2 + γ1 m + αq + mq + γ2 q (1 - R1 )，
α ( γ1 γ2 + γ1 m + γ2 q + mq )-[(1 - p ) γ1 β2 + p ( m + γ2 ) β1 ] αK - αβ2 qK =
α ( q + λ1 )( m + γ2 )(1 - R0 )，
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其中，
R1 =

((1 - p ) β2 + pβ1 )αK
αγ1 + αγ2 + αm + γ1 γ2 + γ1 m + αq + mq + γ2 q

。

因此， 当 R0 < 1， R1 < 1 时， q2 + q4 q > 0 且 q3 +
q5 q > 0， f ( λ )的特征值的实部小于等于0。

2） τ > 0
假 设 系 统（9）有 一 对 纯 虚 特 征 值 ±ωi

（ω ≠ 0）， 显 而 易 见 ， λ 满 足 f1 ( λ )= λ + γ1 +
qe-λτ = 0 或者 f2 ( λ )= λ3 + q1 λ2 + q2 λ + q3 +( λ2 +
q4 λ + q5 ) qe-λτ = 0。令 λ = ωi， 讨论两种情况。

情况 1： λ满足 f1 ( λ )= λ + γ1 + qe-λτ = 0。
将 λ = ωi 代入 f1 ( λ )= λ + γ1 + qe-λτ = 0 可得 

ωi + γ1 + q ( cos ( ωτ )- i sin ( ωτ ) )= 0。

分离实部和虚部可得

ì
í
î

γ1 + q cos ( ωτ )= 0，
ω - q sin ( ωτ )= 0。

因为 sin ( ωτ )2 + cos ( ωτ )2 = 1， 所以可以得到

ω1
2 = q2 - γ1

2， 因此， 只有当 q > γ1时， 存在ω1 =

q2 - γ2
1 ， 对 应 的 τ j

1 = 1
q2 - γ2

1

·

( )arcsin ( q2 - γ2
1

q
)+ 2jπ ， j = 0，1，⋯。当 q < γ1

时， 不存在实的ω1。

情况 2： λ 满足 f2 ( λ )= λ3 + q1 λ2 + q2 λ + q3 +
( λ2 + q4 λ + q5 ) qe-λτ = 0。

类似地， 可以得到

ì
í
î

-q1ω2 + q3 +( q5 q - w2 q ) cos ( ωτ )+ q4ωq sin ( ωτ )= 0，
-ω3 + q2ω + q4ωq cos ( ωτ )-( q5 q - w2 q ) sin ( ωτ )= 0，

则ω2满足

( ω2 )3 +( q2
1 + 2q2 - q2 )( ω2 )2+( q2

2 - 2q1 q3 +
2q5 q2 - q2

4 q2 )ω2 + q2
3 - q2

5 q2 = 0。

因此， 当假设H1和H2或者H1和H3成立时， 存
在正根ω2， 可以得到ω2和

τ j
2 = 1

ω2 ( )arcsin ( )( q5 - ω2 )(-ω3 + q2ω )+ q4ω( q1ω2 - q3 )
q4ωq +( q5 - ω2 )2 q

)+ 2iπ ， j = 0，1，⋯。

下面回到分支分析， 用 τ作为分岔参数， f1 ( λ )
和 f2 ( λ ) 都 是 关 于 τ 的 函 数 ， 令 λ( τ )= α ( τ )+
ω( τ ) i， 分岔参数的初值 τ0 有 α ( τ0 )= 0， ω( τ0 )=
ω0（ω0 > 0）， 为了定义Hopf分岔， 有引理 1。

引理引理 1　　1） 如果 q > γ1， 则 f1 ( λ )= 0 的横截

性条件为

|

|

|
||
|
|
|( )d( Re λ )

dτ

-1

τ = τ j
1

> 0， j = 0，1，…。

2） 当假设 H1 和 H2 或者 H1 和 H3 成立时， 
f2 ( λ )= 0的横截性条件为

|

|

|
||
|
|
|( )d( Re λ )

dτ

-1

τ = τ j
2

> 0， j = 0，1，…。

证 明证 明  1） 对 f1 ( λ ) 关 于 τ 求 导 ， 可 得 (1 -

qτe-λτ ) dλ
dτ

- qλe-λτ = 0，也 就 是 说 ， ( dλ
dt )

-1

=

1 - qτe-λτ

qλe-λτ =- 1
λ( λ + γ1 )

- τ
λ
。

故

sign{Re dλ
dτ }

τ = τ j
1

= sign{Re dτ
dλ }

λ = ω1 i

=

sign
ì
í
î

ïï
ïï
Re ( )- 1

λ( λ + γ1 )
- τ

λ
ü
ý
þ

ïïïï
ïï

λ = ω1 i

=

sign
ì
í
î

ïï
ïï
Re ( )- 1

-ω2 + γ1ωi - τ
ωi

ü
ý
þ

ïï
ïï

=

sign
ì
í
î

ü
ý
þ

1
ω2 + γ2

1
> 0，

因此， 
|

|

|
||
|
|
|( )d( Re λ )

dτ

-1

τ = τ j
1

> 0。

2） 利 用 相 似 的 方 法 ， 可 以 得 到
|

|

|
||
|
|
|( )d( Re λ )

dτ

-1

τ = τ j
2

> 0， j = 0 ， 1 ， …。

引理1得证。

定理定理 2　　1） 如果 R0 > 1， 对于任意 τ ≥ 0， 无
病平衡点E0是不稳定的。

2） 如果R0 < 1， R1 < 1， q < γ1并且假设H1不

成立， 则对于任意 τ ≥ 0， 模型（1）在无病平衡点E0

处稳定。

460



（总第 216 期） 带有时滞的SEAIQRS网络传染病模型动力学分析（王彤彤等）

3） 如果 R0 < 1， R1 < 1， q > γ1 并且假设 H1

不成立。如果 τ ∈[ 0，τ 0
1 )， 无病平衡点 E0 是稳定

的； 如果 τ > τ 0
1， 无病平衡点 E0 是不稳定的。在

τ = τ j
1， j = 1 ， 2 ， …， 发生Hopf分岔。

4） 如果 R0 < 1， R1 < 1， q < γ1 并且假设 H1

和假设 H2 或者假设 H1 和假设 H3 成立。如果

τ ∈[ 0，τ 0
2 )， 无病平衡点 E0 是稳定的； 如果 τ > τ 0

2， 
无病平衡点 E0 是不稳定的。在 τ = τ j

2， j=1，
2，…， 发生Hopf分岔。

5） 如果 R0 < 1， R1 < 1， q > γ1 并且假设 H1

和假设 H2 或者假设 H1 和假设 H3 成立。如果

τ ∈[ 0，min ( τ 0
1，τ 0

2 ) )， 无病平衡点 E0 是稳定的； 如
果 τ > min ( τ 0

1，τ 0
2 )， 无病平衡点 E0 是不稳定的。

在 τ = τ j
1 ( τ j

2 )时， 发生Hopf分岔。

3　数值模拟

本文基于一个节点数为 1 000 的无标度网络

进行数值模拟， 具体来说就是从初始节点 m0=5
开始， 每增加一个节点就新增三条连边， 连边连

接到该节点的概率与该节点本身已有的边的数目

成正比。由于网络的生成具有随机性， 所以在实

验中进行 30 次数值模拟， 然后取其平均值， 得到

关于 S ( t )， E ( t )， A( t )， I ( t )， Q ( t )， R ( t ) 的时间

演化曲线。

首先， 研究感染率β1与β2对疾病传播的影响。

由图 1 可知， 当 R0<1 时， 随着两种感染率的降

低， 住院治疗的人群显著减少， 易感者也从先减

再增变为直接增加。

当 R0>1 时， 随着时间变化， 传染病趋于稳

定， 并且随着两种感染率的降低， 易感者比例逐

渐增大， 说明降低染病率可以有效抑制疾病的传

播， 有助于疫情防控。

其次， 对影响 R0 的各个参数进行 PRCC 敏感

性分析 ，结果如图 2 所示。由图 2 可以看出， p， 
β1和β2对R0有正影响， q， m， p， γ1和γ2对R0有负

影响。挑选其中对 R0 影响较大的两个参数 β1， 
γ1， 分析其对 R0 的影响。其中， 参数 β1， β2， q， 
m， p， γ1， γ2服从正态分布。

(a) R0=0.923

(d) R0=8.366

(b) R0=0.879

(e) R0=7.823

(c) R0=0.462

(f) R0=7.798

图 1　S ( t )，， E ( t )，， A( t )，， I ( t )，， Q ( t )，， R ( t )的时间演化曲线

Fig. 1　Time evolution curves for S ( t )，， E ( t )，， A( t )，， I ( t )，， Q ( t )，， R ( t )

表 1　图 1 的参数取值

Tab. 1　The values of the parameters in Figure 1

图序

a
b
c
d
e
f

α
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9

β1

0.1
0.05
0.05
0.1

0.05
0.05

β2

0.1
0.1

0.05
0.1
0.1

0.05

p
1/10
1/10
1/10
1/10
1/10
1/10

q
0.5
0.5
0.5
0.1
0.1
0.1

m
0.5
0.5
0.5
0.1
0.1
0.1

γ1

0.5
0.5
0.5
0.1
0.1
0.1

γ2

0.5
0.5
0.5
0.1
0.1
0.1

γ3

0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2

δ
0.4
0.4
0.4
0.4
0.4
0.4

k
5.922
5.930
5.940
5.940
5.924
5.938

k2

52.052
52.466
58.491
83.516
82.070
84.849

R0

0.923
0.879
0.462
8.366
7.823
7.798

注：时滞 τ = 8。
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由图 3 可以看出， R0 随着 γ1 的增大而减小， 
随着 β1 的增大而增大， 并且可以观察到 γ1 对R0 的

影响更为显著， 说明在传染病的控制过程中可以

通过提高治疗率来更加有效地抑制疾病的传播。

由图 4 可以看出： 在区域Ⅰ中 R0 < 1， 说明

疾病会灭绝； 在区域Ⅱ中 R0 > 1， 说明疾病将会

持续存在； 当 β1 < 0. 5时， R0 始终处于区域Ⅰ中， 
传染病将会灭绝； 当 β1 > 0. 22时， R0 始终处于区

域Ⅱ中， 此时无论如何调控 γ1， 疾病终将持续爆

发； 当 0. 5 < β1 < 0. 22 时， 区域Ⅰ和区域Ⅱ的边

界是函数 β1 = f ( γ1 )， 每取定一个 β1
∗， 都有唯一

γ*
1， 使得点（γ*

1， β *
1）在边界上， 这意味着， 传染病

爆发后， 染病率 β在一定范围内时， 可以通过精确

控制治愈率 γ1 的值， 使疾病趋于灭绝， 这对于抑

制传染病传播和节约医疗资源有一定的意义。

4　结　论

本文考虑了带有时滞的 SEAIQRS 传染病模

型。首先， 利用下一代矩阵法求得模型的基本再

生数并且证明了正平衡点的存在唯一性。随后， 
对模型进行了动力学分析， 证明模型在无病平衡

点处Hopf分岔的存在性。时滞 τ的加入可能会使

得正常情况下稳定的无病平衡点出现周期性的爆

发， 但由于没有合适的数值模拟方法， 所以这里

并不能直观地表示出来。最后， 进行了相关数值

模拟， 通过对模型参数的分析可以发现， 提高治

疗率和降低染病率（佩戴口罩， 保持社交距离）可

以有效抑制疾病传播。本文没有考虑出生与死亡

等因素， 也没有考虑其他因素对模型的扰动， 较
为理想。后续可以改善模型， 使模型更加贴切实

际， 如考虑动态网络等。
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