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度为2的广义星图矩阵的逆特征值问题
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摘 要：运用两种不同的方法对度为 2的广义星图矩阵（一种特殊类型的树的矩阵）的逆特征值问题进行了

深入研究。首先， 引入了一种标记这种树的顶点的方案， 以便以多种特殊形式表示相应的矩阵。然后， 针对

给定的两类不同的特征数据， 将此类矩阵的逆特征值问题转化为线性方程组求解问题， 得到了所研究问题有

唯一解的充分必要条件。最后， 给出了矩阵唯一解的表达式和相应的算法。通过数值模拟实例验证了结果

的准确性。
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Inverse Eigenvalue Problems for Generalized Star Graph Matrix 
with Degree 2

LI　Fanhua， LEI　Yingjie， SU　Ran
（School of Mathematics， North University of China， Taiyuan 030051， China）

Abstract： The inverse eigenvalue problems of generalized star graph matrices （matrices of a special kind 
of tree） with degree 2 were studied by using two methods.  Firstly， a scheme for labeling the vertices of 
such a tree was introduced in order to express the corresponding matrices in a number of special forms.  
Then， inverse eigenvalue problem of matrix for the given two different kinds of eigendata was transformed 
into the solution of the system of linear equations， and the sufficient and necessary conditions for the prob⁃
lem to have a unique solution were obtained.  Finally， an expression for the unique solution of the matrix 
was provided， and the numerical algorithms and examples were given to verify the accuracy of the results.
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0　引  言

逆特征值问题是指在一定条件下， 根据预先给

定的特征值或特征向量， 求解具有特殊结构的矩阵

的问题。逆特征值问题在生活中的应用随处可见， 
而且至今仍是热门的研究问题之一， 如在地球物理

文章编号： 1673-3193（2024）02-0163-07

收稿日期： 2023-06-30
基金项目： 山西省基础研究计划资助项目（202203021211088）
作者简介： 李繁华（1998-）， 女， 硕士生， 主要从事组合矩阵理论的研究。

通信作者： 雷英杰（1970-）， 男， 副教授， 硕士生导师，主要从事组合矩阵理论、 图论及其在相关学科应用的研究。E⁃mail： leiy⁃
ingjie@nuc.edu.cn。



2024 年第 2 期中 北 大 学 学 报（自然科学版）

学、 结构动力学、 质量弹簧振动、 电路分析、 信号处

理、 图论等［1⁃10］中的应用。在结构设计中， 往往要求

满足一定向量对的条件， 因此， 向量对的应用不仅

在理论上是有意义的， 而且在工程上也是有价值的［2］。

描述矩阵结构的一种有效的方法是用图表示它

们。一个n× n阶对称矩阵可以用n个顶点上的无向

图表示。此外， 在图论的应用中， 图的矩阵表示也

具有重要的作用。Nair等［11］中研究了具有规定图的

矩阵的逆特征值问题。Sen和Sharma［12⁃13］研究了关

于从给定特征数据重建特殊非循环矩阵（如路径或

扫帚）的逆特征值问题。Pickmann等［14］研究了从给

定特征数据构建箭头矩阵和双箭头矩阵的逆特征值

问题。易福侠［15］研究了由向量对构造广义箭状矩阵

的问题。Sen等［16］研究了从给定最大最小特征值来

构造度为2的广义星图矩阵的逆特征值问题。因此， 
从不同类型的特征数据中构造各种结构的矩阵的方

法确实是有用的。

然而由特征对和向量对构造相应该矩阵的研

究却很少。本文重新定义了度为 2 的广义星图的

矩阵表示， 并研究了针对两类不同的特征对和向

量对构建该矩阵的问题。

1　基础知识

令V是一个有限集， P是仅有两个不同元素

的V的所有子集的集合。令E⊂P， 则G=( )V，E
被称为顶点集V和边集E的图。P的选择意味着

所考虑的图是无向图， 没有多重边或环。G的一

条路径是由不同的顶点 v1，v2，⋯，vn组成的序列， 
其中连续的顶点是相邻的。如果图的每一对顶点

之间都存在一条路径， 那么这个图就是连通的。

一个循环是一个连通图， 其中每个顶点都与恰好

另外两个顶点相邻。树是没有循环的连通图。

给定一个 n× n对称矩阵A， 该矩阵对应的图

G ( A) 具 有 顶 点 集 {1，2，⋯，n } 和 边 集 {ij：
i≠ j，aij ≠ 0}。对于具有 n个顶点的图G， S (G )表
示以G为其图的所有 n× n对称矩阵的集合。非

循环矩阵是其图为一个森林的矩阵， 即其每个连

通分量都是一棵树［11］。一些无环矩阵的简单示例

是其图为路径、 扫帚［13］和蜈蚣［10］的矩阵。

定义 1  设 n，k∈ Z+， 且满足 n= 2k+ 1。将悬

挂边（即两个顶点上的路径）连接到含有 k+ 1 个

顶点的星上的每个非中心顶点， 从而获得度为 2
的 n个顶点上的广义星。2k+ 1个顶点上度为 2的

广义星用G2Sk（见图 1）表示。

根据定义可知， 度为 2 的广义星图有奇数个

顶点。需要注意的是， G2Sk只有一个度为 k的顶

点， 它是底层星图的中心顶点， 将该顶点称为

G2Sk 的中心顶点。G2Sk 恰有 k个度为 2 的顶点

(1，2，⋯，k )和 k个悬挂顶点。去掉G2Sk的中心顶

点后可得到 k条孤立边。

本文引入一种标记G2Sk的顶点的方法， 以便

用一种特殊的形式表示相应的矩阵。将G2Sk的中

心顶点标记为 0， 与其相邻的 k个顶点标记为

1，2，⋯，k。设 f是集合 {1，2，⋯，k }上的一个置换， 
与顶点 i相邻的悬挂顶点标记为 k+ f ( i )。如图 2 
中G2S3所示， 有3！ = 6种可能的标记方式。

定义 2  G2Sk在任何置换 f下对应的矩阵记为

A f ∈S (G2Sk )。该矩阵的对角线元素由 ai( 0 ≤ i≤
2k ) 表示， 连接中心顶点和顶点 j (1 ≤ j≤ k)的边

的非对角线元素由 bj表示， 连接顶点 j和悬挂顶点

k+ f ( j)的边的非对角线元素由 bk+ f ( )j 表示。任

何矩阵A f ∈S (G2Sk )都可表示为

A f =
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a0 b1 ⋯ bk 0 0 0
b1 a1 0 0
⋮ 0 ⋱ 0 Bk× k

bk 0 0 ak
0 ak+ 1 0 0
0 BT

k× k 0 ⋱ 0
0 0 0 ak+ k n× n

，

（1）

式中： f ( j)的值由置换 f决定， 矩阵Bk× k的第 j行

第 f ( j)列的元素为 bk+ f ( )j ， 其余元素都为 0。显

然， 矩阵BT
k× k的第 f ( j)行第 j列的元素为 bk+ f ( )j ， 

其余元素都为0。
考虑如下两个逆特征值问题：

问题 1  给定两个非零向量对

图1　度为2的广义星图（G2Sk）

Fig. 1　Generalized star of depth 2（G2Sk）
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X=( x1，x2，⋯，xn ) T
， U=( u1，u2，⋯，un ) T

，

Y= ( y1，y2，⋯，yn) T
， V=( v1，v2，⋯，vn ) T。

构造形如式（1）的矩阵A f， 使得

{A f X=U，
A fY=V。 （2）

问题2   给定两个不同的实数 λ1， λ2及两组非零

向量

X=( x1，x2，⋯，xn ) T
， Y= ( y1，y2，⋯，yn) T。

构造形如式（1）的矩阵A f， 使得

{A fX= λ1X，
A fY= λ2Y。 （3）

作如下约定：

ck+ f ( )j = xj+ 1 x-1
i+ 1 - yj+ 1 y-1

i+ 1，

i= k+ f ( j)，j= 1，⋯，k，
cj = xk+ f ( )j + 1 x-1

j+ 1 - yk+ f ( )j + 1 y-1
j+ 1， j= 1，⋯，k，

di = x1 x-1
i+ 1 - y1 y-1

i+ 1， i= 1，⋯，k，
ei = ui+ 1 x-1

i+ 1 - vi+ 1 y-1
i+ 1， i= 0，⋯，2k。

2　问题的解

定理 1  给定两个非零向量对

X=( )x1，x2，⋯，xn
T
， U=( u1，u2，⋯，un ) T

，

Y= ( y1，y2，⋯，yn) T
， V=( v1，v2，⋯，vn ) T

，

则问题1有唯一解等价于以下条件成立：

1） xi+ 1 ≠ 0，yi+ 1 ≠ 0，i= 0，⋯，2k；

2） ck+ f ( )j ≠ 0，i= k+ f ( j)，j= 1，⋯，k；

3） di ≠ 0，i= 1，⋯，k；

4） e0 =∑
j= 1

k ( )ej - ek+ f ( )j c
-1
k+ f ( )j cj d

-1
j xj+ 1 x-1

1 -

            ∑
j= 1

k ( )ej - ek+ f ( )j c
-1
k+ f ( )j cj d

-1
j yj+ 1 y-1

1 。

证明  设A f ∈S (G2Sk )具有形式（1）。
当 k+ 1 ≤ i≤ 2k时， k+ f ( j)= i， 结合式（2）

可得方程组

ì
í
î

ïï
ïï

bk+ f ( )j xj+ 1 + ai xi+ 1 = ui+ 1，

bk+ f ( )j yj+ 1 + ai yi+ 1 = vi+ 1。 （4）

当条件（1）和（2）同时成立时， 式（4）存在唯一解

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

bk+ f ( )j = ei( )ck+ f ( )j
-1
，

ai = ( )ui+ 1 - bk+ f ( )j xj+ 1 x-1
i+ 1。

（5）

当1 ≤ i≤ k时， j= i， 结合式（2）可得方程组

ì
í
î

ïï
ïï

bj x1 + ai xi+ 1 + bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1 = ui+ 1，

bj y1 + ai yi+ 1 + bk+ f ( )j yk+ f ( )j + 1 = vi+ 1。（6）

此方程组可写为

ì
í
î

ïï
ïï

bj x1 + ai xi+ 1 = ui+ 1 - bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1，

bj y1 + ai yi+ 1 = vi+ 1 - bk+ f ( )j yk+ f ( )j + 1。（7）

当条件（1）和（3）同时成立时， 式（7）存在唯一解

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

bj = ( )ei - bk+ f ( )j cj d
-1
i ，

ai = ( )ui+ 1 - bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1 - bj x1 x-1
i+ 1。

（8）

当 i= 0时， 结合式（2）可得方程组

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a0 x1 +∑
j= 1

k

bj xj+ 1 = u1，

a0 y1 +∑
j= 1

k

bj yj+ 1 = v1。
（9）

当x1 ≠ 0，y1 ≠ 0时， 直接计算可得

图2　G2S3的标记方案

Fig. 2　Labellings of G2S3
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a0 =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

( )u1 -∑
j= 1

k

bj xj+ 1 x-1
1 ，

( )v1 -∑
j= 1

k

bj yj+ 1 y-1
1 。

（10）

式（9）的解唯一， 当且仅当条件（4）成立。

由此可知， 定理1结论成立。

问题 1 的唯一解的元素 ai由式（5）、 式（8）和
式（10）给出， bk+ f ( )j 和bj分别由式（5）和式（8）给出。

定理 2  给定两个不同的实数 λ1，λ2及两组非零

向量

X=( x1，x2，⋯，xn ) T
， Y= ( y1，y2，⋯，yn) T

，

则问题2有唯一解等价于以下条件成立：

1） xi+ 1 ≠ 0，yi+ 1 ≠ 0，i= 0，⋯，2k；
2） ck+ f ( )j ≠ 0，i= k+ f ( j)，j= 1，⋯，k；

3） di ≠ 0，i= 1，⋯，k；

4） λ=∑
j= 1

k

[ ]λ- λc-1
k+ f ( )j cj d

-1
j xj+ 1 x-1

1 -

                    ∑
j= 1

k

[ ]λ- λc-1
k+ f ( )j cj d

-1
j yj+ 1 y-1

1 ，

其中， λ= λ1 - λ2。

证明  设A f ∈S (G2Sk )具有形式（1）。
当 k+ 1 ≤ i≤ 2k 时 ， k+ f ( j)= i， 结 合

式（3）可得方程组

ì
í
î

ïï
ïï

bk+ f ( )j xj+ 1 + ai xi+ 1 = λ1 xi+ 1，

bk+ f ( )j yj+ 1 + ai yi+ 1 = λ2 yi+ 1。 （11）

当条件（1）和（2）同时成立时， 式（11）存在唯一解

ì
í
î

ïï

ïï

bk+ f ( )j = λc-1
k+ f ( )j，

ai = λ1 - bk+ f ( )j xj+ 1 x-1
i+ 1。 （12）

其中， λ= λ1 - λ2。

当1 ≤ i≤ k时， j= i， 结合式（3）可得方程组

ì
í
î

ïï
ïï

bj x1 + ai xi+ 1 + bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1 = λ1 xi+ 1，

bj y1 + ai yi+ 1 + bk+ f ( )j yk+ f ( )j + 1 = λ2 yi+ 1。（13）

此方程组可写为 
ì
í
î

ïï
ïï

bj x1 + ai xi+ 1 = λ1 xi+ 1 - bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1，

bj y1 + ai yi+ 1 = λ2 yi+ 1 - bk+ f ( )j yk+ f ( )j + 1。（14）

当条件（1）和（3）同时成立时， 式（14）存在唯

一解

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

bj = ( )λ- bk+ f ( )j cj d
-1
i ，

ai = λ1 - bk+ f ( )j xk+ f ( )j + 1 x-1
i+ 1 - bj x1 x-1

i+ 1。
（15）

当 i= 0时， 结合式（3）可得方程组

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a0 x1 +∑
j= 1

k

bj xj+ 1 = λ1 x1，

a0 y1 +∑
j= 1

k

bj yj+ 1 = λ2 y1。
（16）

当x1 ≠ 0，y1 ≠ 0时， 直接计算可得

a0 =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

λ1 -∑
j= 1

k

bj xj+ 1 x-1
1 ，

λ2 -∑
j= 1

k

bj yj+ 1 y-1
1 。

（17）

式（16）的解唯一， 当且仅当条件（4）成立。

由此可知， 定理2结论成立。

问题2的唯一解的元素ai由式（12）、 式（15）和
式（17）给出， bk+ f ( )j 和bj分别由式（12）和式（17）给出。

3　算法及实例

3. 1　数值算法

问题1的算法（算法1）
1） 输入 k，f，X，U，Y，V；

2） 若 X，U，Y，V满足定理 1 中的条件（1）~
（4）则继续， 否则算法结束；

3） 当 i= k+ 1，⋯，2k时， 由式（5）分别计算

bk+ f ( )j 和ai；

4） 当 i= 1，⋯，k时， 由式（8）分别计算bj和ai；
5） 当 i= 0时， 由式（10）计算a0；

6） 输出矩阵A f， ai， bj， bk+ f ( )j 。

问题2的算法（算法2）
1） 输入 k，f，λ1，λ2，X，Y；

2） 若 λ1，λ2，X，Y满足定理 2 中的条件（1）~
（4）则继续， 否则算法结束；

3） 当 i= k+ 1，⋯，2k时， 由式（12）分别计算

bk+ f ( )j 和ai；

4） 当 i= 1，⋯，k时， 由式（15）分别计算bj和ai；
5） 当 i= 0时， 由式（17）计算a0；

6） 输出矩阵A f， ai， bj， bk+ f ( )j 。

3. 2　数值实例

例 1  给定

X=(1，-2，-1，4，2，2，-1) T
， 

U=( 9，-5，1，10，14，10，13) T
， 

Y=( 3，-1，-2，-2，2，4，-1) T
， 
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V=(11，-4，-2，2，1，3，-6) T
， 

求G2S3在置换 f=( 23)下的矩阵A f。

解  根据算法 1 并通过 MATLAB 2016a 编程

计算形成矩阵

A f =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú-3.085 7     4.600 0 -23.000 0 -0.428 6 0 0 0
    4.600 0 -8.200 0 0 0 -13.000 0 0 0

-23.000 0 0 -43.000 0 0 0 0     19.000 0
-0.42 86 0 0     1.757 1 0 1.700 0 0

0 -13.000 0 0 0 -6.000 0 0 0
0 0 0     1.700 0 0 1.600 0 0
0 0     19.000 0 0 0 0 -32.000 0

。

例 2  给定 X=( 2，4，-1，3，3，4，-2) T
， Y=

( - 1，3，3，-2，3，-2，1) T
， λ1 = 1， λ2 = 3， 求

G2S3在置换 f=( 23)下的矩阵A f。

解  根据算法 2 并通过 MATLAB 2016a 编程

计算形成矩阵

A f =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú    52.400 0 -4.200 0 2.000 0 -28.000 0 0 0 0
-4.200 0     7.600 0 0 0 -6.000 0 0 0

2 0 3.400 0 0 0 0 0.800 0
-28.000 0 0 0     9.000 0 0     8.000 0 0

0 -6.000 0 0 0     9.000 0 0 0
0 0 0     8.000 0 0 -5.000 0 0
0 0 0.800 0 0 0 0 0.600 0

。

根据以上矩阵A f， 重新计算得到该矩阵的特征

值为−12. 225 0，0. 350 7，1. 000 0，3. 000 0， 3. 958 8，
14. 322 5， 66. 592 9； 其中， 1. 000 0与3. 000 0分别

为给定的 λ1 与 λ2， 其对应的特征向量分别为 X͂=
（0. 260 4，0. 520 8，− 0. 130 2，0. 390 6，0. 390 6，
0. 520 8，−0. 260 4）T， Y͂=（−0. 164 4，0. 493 2，
0. 493 2，−0. 328 8，0. 493 2，−0. 328 8，0. 164 4）。

将给定的特征向量X，Y与计算得到的特征向

量 X͂，Y͂进行对比， 结果如表 1 和表 2 所示。

所得的数据表明该问题的算法是有效的。

例 3  给定 λ1 = 2， λ2 = 1， 
X=( - 2，5，2，6，3，1，1，-2，4) T

， 

Y=( 5，3，2，-2，1，3，5，2，-1) T
， 

求G2S4在置换 f=(1432)下的矩阵A f。

解  根据算法 2 并通过 MATLAB 2016a 编程

计算形成矩阵

A f =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
    1.508 8 -0.354 8 -0.500 0 0.2692     0.058 8 0 0 0 0
-0.354 8     1.669 8 0 0 0 0 0 0 0.235 3
-0.500 0 0     1.125 0 0 0 0.750 0 0 0 0
    0.269 2 0 0 2.063 7 0 0 0.156 3 0 0
    0.058 8 0 0 0     1.705 9 0 0 -0.500 0 0

0 0     0.750 0 0 0 0.500 0 0 0 0
0 0 0 0.156 3 0 0 1.062 5 0 0
0 0 0 0 -0.500 0 0 0     1.250 0 0
0     0.235 3 0 0 0 0 0 0 1.705 9

 。

表 1　例2给定的特征向量X与计算所得的特征向量 X͂

Tab. 1　The given eigenvector X and the calculated eigenvector X͂ 
of example 2

X
2
4

-1
3
3
4

-2

X͂
0.260 4
0.520 8

-0.130 2
0.390 6
0.390 6
0.520 8

-0.260 4

X͂/X
0.130 2
0.130 2
0.130 2
0.130 2
0.130 2
0.130 2
0.130 2

表 2　例2给定的特征向量Y与计算所得的特征向量 Y͂

Tab. 2　The given eigenvector Y and the calculated eigenvector Y͂ 
of example 2

Y

-1
3
3

-2
3

-2
1

Y͂

-0.164 4
0.493 2
0.493 2

-0.328 8
0.493 2

-0.328 8
0.164 4

Y͂/Y

0.164 4
0.164 4
0.164 4
0.164 4
0.164 4
0.164 4
0.164 4
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根据以上矩阵A f， 重新计算得到该矩阵的特征

值为−0. 056 9，0. 922 1，1. 000 0，1. 058 1，1. 496 1， 
1. 817 5， 2. 000 0， 2. 031 2， 0. 323 5；其中， 1. 000 0

与2. 000 0分别为给定的 λ2与 λ1， 其对应的特征向量

分别为

Y͂=( 0.552 2，0.331 3，0.220 9，-0.220 9，0.110 4，0.331 3，0.552 2，0.220 9，-0.110 4) T
，

X͂=( - 0.200 0，0.500 0，0.200 0，0.600 0，0.300 0，0.100 0，0.100 0，-0.200 0，0.400 0) T。
再将给定的特征向量X，Y与计算得到的特征

向量 X͂，Y͂进行对比， 结果如表 3 和表 4 所示。所

得的数据表明该问题的算法是有效的。

4　结  论

本文根据给定的两类不同的特征数据依次研

究了度为 2的广义星图（一种特殊类型的树）矩阵

的逆特征值问题。首先， 引入了一种标记这种树

的顶点的方案。其次， 将此类矩阵的逆特征值问

题转化为基于给定特征数据的线性方程组求解问

题。最后， 得到了所研究问题有唯一解的充分必

要条件， 以及矩阵唯一解的表达式， 并通过相应

的算法和数值模拟实例验证了结果的准确性。
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