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两类非对称双箭型矩阵的广义逆谱问题
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摘 要：针对两类非对称双箭型矩阵的广义逆谱问题， 本文先将两类矩阵的两组特征对作为其特征数据， 然
后利用矩阵元素间具有的函数关系、 线性关系及箭型矩阵的相关性质， 将两类矩阵的逆谱问题转换为求解线

性方程组的问题， 进而实现了两类矩阵的重构。本文给出了该问题有唯一解的充分必要条件以及问题构造

的算法， 并通过相应数值实例验证了所得结果。
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Generalized Inverse Spectrum Problems for Two Kinds of 
Nonsymmetric Doubly Arrow Matrix

SU　Ran， LEI　Yingjie， LI　Fanhua
（School of Mathematics， North University of China， Taiyuan 030051， China）

Abstract： The generalized inverse spectral problem of two types of nonsymmetric double-arrow matrices was 
studied in this paper.  Firstly， two sets of eigenpairs of two types of matrices were used as their eigendata.
Secondly， the inverse spectral problem of two types of matrices was converted into a problem of solving a 
system of linear equations by using the functional relationship between matrix elements， linear relationship and 
the related properties of arrow matrices， and then the reconstruction of two types of matrices was realized.  
Finally， the sufficient and necessary conditions for the problem to have a unique solution and the algorithm 
for the problem construction were given， and the results were verified by the corresponding numerical examples.
Key words： characteristic pair； inverse spectrum problem； arrow matrices； linear relationship； function 

relationship

0　引  言

逆谱问题是一类重要的数学问题， 在加密算

法、 信息检索和人脸识别等领域有着广泛的应用。

当m= 0或m= n时， 形如式（1）和式（2）的矩阵

A， B称为非对称箭型矩阵［1］，该类型的矩阵经常出

现在科学和工程的各种应用问题中， 如无线通信系
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统； 当m= 2， n= 4时， 矩阵A， B为广义 Jacobi矩
阵［2⁃4］； 当 m= 2， n= 5 时， 矩阵 A， B为箭状矩

阵［5⁃6］； 当m= 3， n= 5时， 矩阵A为向下箭型矩阵

加三对角矩阵［6］， 矩阵B则变成了向上箭型矩阵加

三对角矩阵； 此外， 通过给定特征数据构造矩阵的

类似问题也有相关研究［7⁃15］。

本文分别讨论了具有线性关系、 函数关系的两

类特殊非对称矩阵的广义逆谱问题， 即采用特征对

来 重 构 矩 阵 A， B。 其 中 ， ai ( i= 1，⋯，n )， 
bi，ci，di( i= 1，⋯，n- 1)， 3 ≤m≤ n- 3， ci=
kbi， k 为 实 常 数 ， bi = gi (di )， i= 1，⋯，m- 2， 
di = fi (bi )， i=m- 1，⋯，n- 1， gi ( x )， fi ( x )， 
x∈R皆为实函数。
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用A\k表示A去掉第 k行， 第 k列所余的 n- 1
阶子矩阵， 用B\k表示B去掉第 k行， 第 k列所余的

n- 1 阶 子 矩 阵 ， 其 中 k=m+ 1， 则 A\k =
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无环矩阵［11］，记
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1　主要问题

问题 1  给定两个不同的实数 λ， μ及 X=

( x1，x2，⋯，xn ) T
， Y= ( )y1，y2，⋯，yn

T
两个非零实

向 量 ， 构 造 形 如 式（1）的 实 矩 阵 A， 使 得

AX= λX， AY= μY。

问题 2   基于问题 1的同等条件下， 构造形如

式（2）的实矩阵B， 使得BX= λX， BY= μY。

作如下约定：

φi =
|

|
|
||
||

|
|
||
| xj xj+ 1

yj yj+ 1
， φj ( λ，μ )=

|

|
|
||
||

|
|
||
| λxj xj+ 1

μyj yj+ 1
；

θi，j =
|

|
|
||
||

|
|
||
| xi xj
yi yj

， θi，j ( λ，μ )=
|

|
|
||
||

|
|
||
| λxi xj
μyi yj

。

2　问题有唯一解的充要条件

定理 1  问题1有唯一解的充要条件：

1） θi，m ≠ 0( i= 1，⋯，m- 1)，
2） φm ≠ 0，
3） θm+ 1，n ≠ 0，
4） θi，n ≠ 0( i=m+ 2，⋯，n- 1)，
5） xn yn = 0，x2

n + y 2
n ≠ 0。

证明  充分性  因为 ( λ，X )， ( μ，Y )是矩阵A

的两个特征对， 所以AX= λX， AY= μY。

当 1 ≤ i≤m- 1 时， 由 AX= λX， AY= μY
可得线性方程组

ì
í
î

ai xi + bi xm = λxi，
ai yi + bi ym = μyi，ci = kbi ( i= 1，⋯，m- 1)。

（3）

由定理1中条件1）可得式（3）有唯一解

ai =
λxi ym - μyi xm
xi ym - yi xm

= θi，m ( λ，μ )
θi，m

，

bi =
( μ- λ ) xi yi
xi ym - yi xm

= ( μ- λ ) xi yi
θi，m

，

ci = kbi ( i= 1，⋯，m- 1)。 （4）
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当 i=m时， 由 AX= λX， AY= μY可得线

性方程组

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∑
i= 1

m- 1

ci xi + am xm + bm xm+ 1 = λxm，

∑
i= 1

m- 1

ci yi + am ym + bm ym+ 1 = μym，cm = kbm。
（5）

由定理1中条件2）可得式（5）有唯一解

am =
φm ( λ，μ )- ∑

i= 1

m- 1

ciθi，m+ 1

φm
，

bm =
( μ- λ ) xm ym - ∑

i= 1

m- 1

ciθi，m

φm
，

cm = kbm。 （6）

当 i=m+ 1时， 由AX= λX， AY= μY可得

线性方程组

ì
í
î

cm xm + am+ 1 xm+ 1 + bm+ 1 xn = λxm+ 1，
cm ym + am+ 1 ym+ 1 + bm+ 1 yn = μym+ 1。 （7）

由定理1中的条件3）可得， 式（7）有唯一解

am+ 1 = θm+ 1，n ( λ，μ )- cmθm，n
θm+ 1，n

，

bm+ 1 = ( μ- λ ) xm+ 1 ym+ 1 - cmθm+ 1，m

θm+ 1，n
，

cm+ 1 = kbm+ 1。 （8）

当m+ 2 ≤ i≤ n- 1 时， 由 AX= λX，AY=
μY可得线性方程组

ì
í
î

ai xi + bi xn = λxi，
ai yi + bi yn = μyi。 （9）

由定理1中的条件4） 可得式（9）有唯一解

ai =
θi，n ( λ，μ )
θi，n

， bi =
( μ- λ ) xi yi

θi，n
，

ci = kbi ( i=m+ 2，⋯，n- 1)。 （10）

当 i= n时， 由AX= λX， AY= μY可得线性

方程组

ì

í

î
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ïï
ï
ï
ï

∑
i=m+ 1

n- 1

ci xi +an xn = λxn，

∑
i=m+ 1

n- 1

ci yi +an yn = μyn。
（11）

因为xn yn = 0，x2
n + y 2

n = 0， 由方程组（11）解得

an =
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λxn - ∑
i=m+ 1

n- 1

ci xi

xn
，

μyn - ∑
i=m+ 1

n- 1

ci yi

yn
。

（12）

必要性  若问题 1 有唯一解， 则方程组（3）有
唯一解， 则推出定理 1中的条件 1）成立。类似地， 
方程组（5）， （7）， （9）和（11）有唯一解， 则可以推

出定理1中的条件2）~5）成立。

定理 2  问题2有唯一解的充要条件：

1） θ1，i+ 1 ≠ 0，i= 1，⋯，m- 2，
2） θ1，m ≠ 0，
3） φm ≠ 0，
4） θm+ 1，n ≠ 0，
5） θi，n ≠ 0，i=m+ 2，⋯，n- 1，
6） xn yn = 0，x2

n + y 2
n ≠ 0。

证明  充分性 因为 ( λ，X )， ( μ，Y )是矩阵B的两

组不同特征对， I是单位矩阵， 所以有方程组（14）成立。

ì
í
î

( λI-B )X= 0，
( μI-B )Y= 0。 （14）

将方程组（14）转化为以下线性方程组

ì
í
î

di x1 + ai+ 1 xi+ 1 = λxi+ 1，
di y1 + ai+ 1 yi+ 1 = μyi+ 1，i= 1，⋯，m- 2。（15）

ì

í

î
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ï

a1 x1 + ∑
i= 1

m- 2

bi xi+ 1 + bm- 1 xm = λx1，

a1 y1 + ∑
i= 1

m- 2

bi yi+ 1 + bm- 1 ym = μy1。
（16）

ì
í
î

dm- 1 x1 + am xm + bm xm+ 1 = λxm，
dm- 1 y1 + am ym + bm ym+ 1 = μym。 （17）

ì
í
î

dm xm + am+ 1 xm+ 1 + bm+ 1 xn = λxm+ 1，
dm ym + am+ 1 ym+ 1 + bm+ 1 yn = μym+ 1。（18）

ì
í
î

ai xi + bi xn = λxi，
ai yi + bi yn = μyi，i=m+ 2，⋯，n- 1。（19）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∑
i=m+ 1

n- 1

di xi +an xn = λxn，

∑
i=m+ 1

n- 1

di yi +an yn = μyn。
（20）

重构矩阵B， 需要求解上述线性方程组。当

1 ≤ i≤m- 2 时， 因定理 2 中条件 1）存在， 方程

组（15）有唯一解

ai+ 1 = μx1 yi+ 1 - λy1 xi+ 1

x1 yi+ 1 - y1 xi+ 1
= -θi+ 1，1 ( λ，μ )

θ1，i+ 1
，

di =
( μ- λ ) xi+ 1 yi+ 1

x1 yi+ 1 - y1 xi+ 1
= ( μ- λ ) xi+ 1 yi+ 1

θ1，i+ 1
，

bi = gi (di )，i= 1，⋯，m- 2。 （21）

因定理2中条件2）存在， 方程组（16）有唯一解
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a1 =
θ1，m ( λ，μ )- ∑

i= 1

m- 2

biθi+ 1，m

θ1，m
，

bm- 1 =
( μ- λ ) x1 y1 - ∑

i= 1

m- 2

biθ1，i+ 1

θ1，m
，

dm- 1 = fm- 1 (bm- 1 )。 （22）

因定理2中条件3）存在， 方程组（17）有唯一解

am = φm ( λ，μ )- dm- 1θ1，m+ 1

φm
，

bm = ( μ- λ ) xm ym - dm- 1θm，1

φm
，

dm = fm (bm )。 （23）

因定理2中条件4）存在， 方程组（18）有唯一解

am+ 1 = φm+ 1，n ( λ，μ )- dmθm，n
θm+ 1，n

，

bm+ 1 = ( μ- λ ) xm+ 1 ym+ 1 - dmθm+ 1，m

φm
，

dm+ 1 = fm+ 1 (bm+ 1 )。 （24）

因定理2中条件5）存在， 方程组（19）有唯一解

ai =
θi，n ( λ，μ )
θi，n

， bi =
( μ- λ ) xi yi

θi，n
，

di = fi (bi )，i=m+ 2，⋯，n- 1。 （25）

因定理2中条件6）存在， 方程组（20）有唯一解

an =
λxn - ∑

i=m+ 1

n- 1

ci xi

xn
=
μyn - ∑

i=m+ 1

n- 1

ci yi

yn
。（26）

必要性  若问题2有唯一解， 则线性方程组（15）~
（20）有唯一解， 推出条件1）~6）成立。必要性得证。

3　算法及实例

3. 1　数值算法

问题1的算法（算法1）
1.  输入 λ，μ，X，Y，k；

2.  若 λ，μ，X，Y，k满足定理 1中条件 1）~5）则
继续， 否则算法结束；

3.  当 j= 1，⋯，m- 1 时， 由式（4）分别计算

aj，bj，cj；
4.  当 j=m时， 由式（6）分别计算am， bm，cm；
5.  当 j=m+ 1 时， 由式（8）分别计算 am+ 1， 

bm+ 1， cm+ 1；

6.  当 j=m+ 2，⋯，n- 1 时， 由式（10）分别

计算aj， bj， cj；
7.  当 j= n时， 由式（12）计算an；

8.  输出： 矩阵A。

问题2的数值算法（算法2）
1.  输入 λ， μ， X， Y， g ( x )， f ( x )， x∈R；

2.  若 λ， μ， X， Y， g ( x )， f ( x )， x∈R， 满 足

定理2中条件1）~（6）则继续， 否则算法结束；

3.  当 j= 1，⋯，m- 2 时， 由式（21）分别计算

aj+ 1， bj， dj；
4.  由式（22）分别计算a1，bm- 1，dm- 1；

5.  当 j=m时， 由式（23）分别计算am， bm，dm；
6.  当 j=m+ 1 时， 由式（24）分别计算 am+ 1， 

bm+ 1， dm+ 1；

7.  当 j=m+ 2，⋯，n- 1 时， 由式（25）分别

计算aj，bj，dj；
8.  当 j= n时， 由式（26）计算an；
9.  输出： 矩阵B。

3. 2　数值实例

例 1  给定 λ= 3， μ= 1， X=（1，2，1，4，3，
6）T， Y=( - 2，1，3，1，- 1，0) T

， k= 2， 求 形 如

式（1）的矩阵A6。

解  根 据 问 题 1 的 算 法 ， 利 用 MATLAB 
R2021b解得形如式（1）的矩阵为

A6 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú
0     0. 800 0 0 0 0

0     3. 400 0 -0. 800 0 0 0 0
1. 600 0 -1. 600 0     2. 418 2     0. 545 5 0 0

0 0     1. 090 9 -2. 272 7 0     3. 333 3
0 0 0 0 1. 000 0     1. 000 0
0 0 0     6. 666 7 2. 000 0 -2. 444 4

，

通 过 计 算 验 证 了 矩 阵 A6 满 足 AX= λX， 
AY= μY， ci = kbi ( i= 1，⋯，n- 1)。

通过 MATLAB R2021b 计算出矩阵 A6 的特

征值Λ( A6 )及对应的特征向量V为

Λ( A6 )=(-7.229 1，0.440 4，- -- -- ----- --1.000 0，4.427 1，2.662 6，- -- -- ----- --3.000 0 )，
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V=
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ú    0.002 8 -0.123 4     0.391 4 -0.254 0 -0.439 2 0.122 2
-0.002 4     0.073 4 -0.195 7     0.550 9 -0.275 6 0.244 3
-0.032 5     0.271 4 -0.587 1 -0.707 2 -0.254 0 0.122 2
    0.559 9 -0.407 0 -0.195 7 -0.243 7     0.366 2 0.488 7
    0.099 9     0.750 7     0.195 7 -0.075 4     0.376 1 0.366 5
-0.821 9 -0.420 1     0.000 0 -0.258 4     0.625 4 0.733 0

。

例 2  给定 λ= 3， μ= 1， X=（1，2，1，4，3，
6）T， Y=（2，1，3，1，−1，3）T， g ( x )= 2x， f ( x )=

x3， 求形如式（2）的矩阵B6。

解  根 据 问 题 2 的 算 法 ， 利 用 MATLAB 
R2021b解得形如（2）式的矩阵为

B6 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
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ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê
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û

ú

ú
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ú2.032 3 2.000 0     0.838 7 0 0 0
1.000 0 0.500 0 0 0 0 0
0.590 0 0     1.017 7 -0.241 9 0 0

0 0 -0.014 2     0.957 5 0 1.364 0
0 0 0 0 1.000 0 1.000 0
0 0 0     2.537 7 1.000 0 0.808 2

。

4　结  论

本文基于对称箭型矩阵的研究， 讨论了两类

非对称双箭型矩阵的逆谱问题。本研究是对前人

有关箭型矩阵从对称到非对称双箭型矩阵的扩

展。给定两组特征对去构造非对称双箭型矩阵明

显存在困难， 但在其基础上进行改进， 加入其它

的约束条件， 如利用矩阵元素间具有的函数关

系、 线性关系作为条件， 这样就能得到问题有唯

一解的充要条件， 并可以给出非对称构造。本文

结果对研究其它矩阵的逆谱问题有一定的借鉴

意义。
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