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一些特殊图形线图和细分图的Sombor指数
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摘 要：化学图可以通过数字（拓扑指数）、 代数多项式或矩阵来描述， 这些数字和多项式有助于预测化合物

的许多潜在的物理化学性质， 尤其是在展示物质结构方面具有重要的应用价值。本文以 Sombor指数为载

体， 根据线图和细分图的概念， 通过对不同图的结构分析，利用边的划分技巧， 以及同类归纳等方法研究了

友谊图、 风车图、 爆竹图、 香蕉树图、 轮图、 舵轮图、 齿轮图、 棒棒糖图、 网图、 花图和向日葵图等特殊图形

的线图和细分图的Sombor指数， 并获得了这些指数的一般表达式。这些特殊图形的计算结果进一步揭示了

基于度的拓扑指数与边的类型之间的关系， 可以作为其他更复杂图族研究的基础。
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Abstract： Chemical graphs can be described by numbers （topological indices）， algebraic polynomials， or 
matrices. These numbers and polynomials help predict many potential physical and chemical properties of 
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0　引　言

图的拓扑指数是从化合物的分子结构图中衍

生出来的一种数学不变量。拓扑指数（也称为图

的不变量）由于其能有效地应用于量子化学、 计算

机科学、 复杂网络、 动植物系统发育等许多领域

而被众多学者所关注［1⁃4］。特殊图形拓扑指数的研

究一直是大家关注的热点［5⁃7］。Chaluvaraju等［8］计

算了几类风车图， 如法国风车图、 荷兰风车图、 
Kulli 圈风车图和 Kulli 路风车图的增广 Zagreb 指

数及其多项式。Hayat 等［9］计算了硅酸、 链状硅

酸、 六角形、 氧化物和蜂窝网络的ABC4 和GA5 指

数。Iqbal等［10］分别计算了细分友谊图和细分友谊

图线图的原子键连通度指数、 几何算术指数、 
Randic 指数、 和连通度指数和增广 Zagreb 指数的

闭合公式。Su 等［11］利用细分概念研究了蝌蚪图、 
轮图和阶梯图的线图的拓扑指标， 推广了 Ranjini
等的结果。Ali 等［12］计算了基于顶点的双荷兰风

车图和强双荷兰风车图的拓扑指标。

2021年， Gutman［13］基于分子的化学结构， 提出

了一种新的拓扑指数——Sombor指数。实验表明， 
与以往一些常用的指数相比， 这个新指数在预测苯

烃类碳氢化合物理化性质方面具有较高的准确性［14］。

Liu 等［15］确定了给定顶点的化学树的最大和最小

Sombor指数， 并刻画了它们的极图。Cruz等［16］研究

了单圈图和双圈图中Sombor指数的极值。Wang等［17］

对Sombor指数与其他基于度的拓扑指数的相关性

进行了计算研究， 结果表明， Sombor指数与第一萨

格勒布指数和遗忘指数具有良好的相关性。本文将

研究友谊图、 风车图、 爆竹图、 香蕉树图、 轮图、 舵
轮图、 齿轮图、 棒棒糖图、 网图、 花图和向日葵图等

特殊图形线图和细分图的Sombor指数， 可以拓展基

于度的拓扑指数与特殊图形之间的数值结果。

1　预备知识

设G= (V，E )是一个有限简单连通图， 其中顶

点集为 V= { u1，u2，⋯，unG }， 边集为 E=E (G )， 
|V (G ) |= nG， | E (G ) |=mG。。图G中和顶点 v相关

连的边数称为顶点 v的度， 用 dG( v ) 表示（简记

为d ( v )）。。
定义 1［13］　Sombor指数的定义为

SO= SO (G ) = ∑
uv∈E ( )G

du 2 + dv 2 。

定 义 2［18］　 图 G 的 线 图 记 为 L (G )（Line 
Graph）， 是指以图G的边集为顶点集， L (G )的两

个顶点相邻当且仅当对应的G的两条边在G中相

邻。。也就是说， 若wiwj、 wjwk ∈E (G )， 记wiwj为

u'， wjwk 为 v'， 则 u' 和 v' 为 L (G ) 的顶点， u'v' 为
L (G )的边。。

定义 3［19］　S (G )是一个图的细分图（Subdivi⁃
sion Graph）， 是在G的每条边插入一个额外的顶

点得到的图。即G的每条边都被一条长度为 2 的

路径所取代。

引理［20］  设G是一个简单图， 则线图L (G )边
的个数为

l= 1
2 M1(G ) -mG，

其中

M1(G ) = ∑
v∈V ( )G

d 2
G( v )，

即

l= 1
2 M1(G ) -mG = 1

2 ∑
v∈V ( )G

d 2
G( v ) -mG。

2　定　理

本节将计算一些特殊图的线图和细分图的

Sombor指数。

2. 1　友谊图的线图和细分图的Sombor指数

友谊图Fn是将长度为 3的圈图C3 复制 n次收

缩在一个公共顶点所得， 如图 1 所示。友谊图是

更大的风车图家族的成员。

定理 1　设L (Fn )和S (Fn )分别是友谊图Fn的

线图和细分图， 则L (Fn )和S (Fn )的Sombor指数为

SO (L (Fn ) ) = 4n 1 + n2 + 2n ( 2n2 - n ) 2 ，

SO (S (Fn ) ) = 8n 2 + 4n 1 + n2 。

图 1　友谊图Fn
Fig. 1　Friendship graph Fn
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证明　Fn边的个数为 3n， 所以L (Fn )的大小

为 3n， Fn中度为 2的点的个数为 2n， 度为 2n的点

的个数为 1。根据引理， L (Fn ) 的边的个数为

2n2 + n。L (Fn ) 中度为 2n的点的个数为 2n。将

L (Fn )的边划分为E (du，dv )类型的边， 其中 uv是

L (Fn )的一条边， 用 uv∈E ( L( Fn ) )来表示。对于

L (Fn )可以得到E ( 2，2n )和E ( 2n，2n )等 2 种类型

的边， 各类型边的个数如表 1 所示。

那么，

SO (L (Fn ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Fn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2n 22 + ( )2n 2 + ( 2n2 - n ) ( )2n 2 + ( )2n 2 =

4n 1 + n2 + 2n ( 2n2 - n ) 2 ，

SO (S (Fn ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Fn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

4n 22 + 22 + 2n 22 + ( )2n 2 =

8n 2 + 4n 1 + n2 。
2. 2　风车图的线图和细分图的Sombor指数

风车图Dm
n 是将长度为n的圈图Cn复制m次收

缩在一个公共顶点所得的图族， 其中m为任意正整

数。Dm
4 如图 2 所示， 且 n= 3 的情况与友谊图Fn

相同。

定理 2　设L (Dm
n )和S (Dm

n )分别是风车图Dm
n

的线图和细分图， 则L (Dm
n )和S (Dm

n )的Sombor指

数为

SO (L (Dm
n ) ) = 2m ( n- 3) 2 + 4m m2 + 1 +

2( 2m- 1)m2 2 ，

SO (S (Dm
n ) ) = 4m (( n- 1) 2 + 1 +m2 )。

证明　Dm
n 边的个数为mn， 所以 L (Dm

n )的大

小为mn， Dm
n 中度为 2的点的个数为m ( n- 1)， 度

为 2m的点的个数为 1。根据引理， L (Dm
n )的边的

个数为 2m2 + nm- 2m。L (Dm
n ) 中度为 2 的点的

个数为 ( n- 2)m， 度为 2m的点的个数为 2m。将

L (Dm
n )的边划分为E (du，dv )类型的边， 其中 uv是

L (Dm
n )的一条边， 对于 L (Dm

n )可以得到 E ( 2，2)， 
E ( 2，2m )和 E ( 2m，2m )等 3 种类型的边， 各类型

边的个数如表 2 所示。

那么，

SO ( )L ( )Dm
n = ∑

uv∈E ( )L ( )Dm
n

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

m ( )n- 3 22 + 22 + 2m 22 + ( )2m 2 +

( )2m- 1 m ( )2m 2 + ( )2m 2 = 2m ( )n- 3 2 +
4m m2 + 1 + 2( )2m- 1 m2 2 ，

SO (S (Dm
n ) ) = ∑

uv∈E ( )S ( )Dm
n

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2m ( n- 1) 22 + 22 + 2m 22 + ( )2m 2 =

4m (( n- 1) 2 + 1 +m2 )。
2. 3　爆竹图的线图和细分图的Sombor指数

爆竹图Fn，m是由 n个m-星图复制， 依次连接

每个星图的一个叶子拼接而得到的图。F4，7 如

图 3 所示。

表 2　L (Dm
n )边的分布情况

Tab. 2　Edge partition of L (Dm
n )

边的类型

E ( 2,2)
E ( 2,2m )
E ( 2m,2m )

边的个数

m ( n- 3)
2m

( 2m- 1)m

表 1　L (Fn )边的分布情况

Tab. 1　Edge partition of L (Fn )

边的类型

E ( 2,2n )
E ( 2n,2n )

边的个数

2n
2n2 - n

图 2　风车图Dm
4

Fig. 2　Dutch windmill graph Dm
4

图 3　爆竹图F4，7

Fig. 3　Firecracker graph F4，7
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定理 3　设 L (Fn，m )和 S (Fn，m )分别是爆竹图

Fn，m 的线图和细分图， 则 L (Fn，m ) 和 S (Fn，m ) 的
Sombor指数为

SO ( )L ( )Fn，m =

2 ( )5 + 9 +m2 + 9 + ( )m- 1 2 +

4 ( )n- 2 2 + ( )2n- 6 16 +m2 +

2( )m- 2 2m2 - 6m+ 5 +

2 nm
2 + 5nm+ 6n

2 ( )m- 2 +

( )n- 2 ( )m- 2 2m2 - 4m+ 4 ，

SO ( )S ( )Fn，m = n ( )m- 2 5 +

n ( )m- 1 4 + ( )m- 1 2 + 8 2 +

2( )n- 2 13。
证明　Fn，m边的个数为 nm- 1， 所以L (Fn，m )

的大小为 nm- 1， Fn，m 中度为 1 的点的个数为

n (m- 2)， 度为2的点的个数为2， 度为3的点的个

数为 n- 2， 度为m- 1的点的个数为 n。根据引理， 

L (Fn，m ) 的 边 的 个 数 为
nm2 - 3nm+ 8n- 8

2 。

L (Fn，m )中度为3的点的个数为2， 度为4的点的个数

为 n- 3， 度为 m- 2 的顶点为 n (m- 2)， 度为

m- 1 的点的个数为 2， 度为m的点的个数为 n-
2。将L (Fn，m )的边划分为E (du，dv )类型的边， 其中

uv是 L (Fn，m ) 的一条边， 对于 L (Fn，m ) 可以得到

E ( 3，4 )， E ( 3，m )， E ( 3，m- 1)， E ( 4，4 )， 
E ( 4，m )， E (m- 1，m- 2)， E (m- 2，m- 2) 和

E (m- 2，m )等 8种类型的边， 各类型边的个数如

表 3 所示。

那么，

SO (L (Fn，m ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Fn，m

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2 32 + 42 + 2 32 +m2 + 2 32 + ( )m- 1 2 +

( n- 4 ) 42 + 42 + ( 2n- 6) 42 +m2 +

2(m- 2) ( )m- 1 2 + ( )m- 2 2 +
nm2 + 5nm+ 6n

2 ( )m- 2 2 + ( )m- 22 +

( n- 2) (m- 2) ( )m- 2 2 +m2 =

2 (5 + 9 +m2 + 9 + ( )m- 1 2 )+

4 ( n- 2) 2 + ( 2n- 6) 16 +m2 +

2(m- 2) 2m2 - 6m+ 5 +

2 nm
2 + 5nm+ 6n

2 (m- 2) +

( n- 2) (m- 2) 2m2 - 4m+ 4 ，

SO (S (Fn，m ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Fn，m

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n ( )m- 2 12 + 22 + n ( )m- 2 22 + ( )m- 1 2 +

n ( )m- 1 2 + 22 + 4 22 + 22 +

2( )n- 2 22 + 32 =

n ( )m- 2 5 + n ( )m- 1 4 + ( )m- 1 2 +

8 2 + 2( )n- 2 13。
2. 4　香蕉树图的线图和细分图的Sombor指数

香蕉树图Bn，m是通过 n个m-星图复制， 所有

星图中的任意一个叶子连接到一个公共顶点所得

到的。B3，5如图 4 所示。

定理 4　设 L (Bn，m )和 S (Bn，m )分别是香蕉树

Bn，m 的线图和细分图， 则 L (Bn，m ) 和 S (Bn，m ) 的

表 3　L (Fn，m )边的分布情况

Tab. 3　Edge partition of L (Fn，m )

边的类型

E ( 3,4 )
E ( 3,m )

E ( 3,m- 1)
E ( 4,4 )
E ( 4,m )

E (m- 1,m- 2)
E (m- 2,m- 2)
E (m- 2,m )

边的个数

2
2
2

n- 4
2n- 6

2(m- 2)
nm2 - 5nm+ 6n

2
( n- 2) (m- 2)

图 4　香蕉树图B3，5

Fig. 4　Banana tree graph B3，5
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Sombor指数为

SO ( )L ( )Bn，m = 2 n
2( )n- 1

2 +

n ( )m- 1 2 + n2 + n ( )m-2 2m2-6m+5 +

2 nm
2 - 5nm+ 6n

2 ( )m- 2 ，

SO ( )S ( )Bn，m =

n ( )( )m- 2 5 + ( )m- 1 4 + ( )m- 1 2 4 2 + 4 + n2 。
证明  Bn，m边的个数为 nm， 所以L (Bn，m )的大

小为 nm， Bn，m 中度为 1 的点的个数为 n (m- 2)， 
度为 2的点的个数为 n， 度为 n的点的个数为 1， 度
为m- 1 的点的个数为 n。根据引理， L (Bn，m )的

边的个数为
n2 + 3n+ nm2 - 3nm

2 。L (Bn，m ) 中度

为m- 2 的点的个数为 n (m- 2)， 度为m- 1 的

点的个数为 n， 度为 n的顶点为 n。将L (Bn，m )的边

划分为E (du，dv )类型的边， 其中 uv是 L (Bn，m )的
一条边， 对于 L (Bn，m ) 可以得到 E ( n，n )， E (m-
1，n )， E (m- 1，m- 2)和E (m- 2，m- 2)等 4种

类型的边， 各类型边的个数如表 4 所示。

那么，

SO ( )L ( )Bn，m =

∑
uv∈E ( )L ( )Bn，m

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n ( )n- 1
2 n2 + n2 + n ( )m- 1 2 + n2 +

n ( )m- 2 ( )m- 1 2 + ( )m- 2 2 +
nm2 - 5nm+ 6n

2 ( )m- 2 2 + ( )m- 2 2 =

2 n
2( )n- 1

2 + n ( )m- 1 2 + n2 +

n ( )m- 2 2m2 - 6m+ 5 +

2 nm
2 - 5nm+ 6n

2 ( )m- 2 ，

SO ( )S ( )Bn，m =

∑
uv∈E ( )S ( )Bn，m

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n ( )m-2 12+22 +n ( )m-1 22+( )m-1 2 +

2n 22 + 22 + n 22 + n2 =

n ( )( )m- 2 5 + ( )m- 1 4 + ( )m- 1 2 4 2 + 4 + n2 。

2. 5　轮图的线图和细分图的Sombor指数

轮图Wn是由一个顶点连接 n阶圈上所有顶点

形成的图， 即Wn =K1 +Cn（其中， K1 是一个孤立

点， Cn是一个 n阶圈）。W8 如图 5 所示。轮图可

以看作是星与圈的并。孤立点与圈上顶点之间的

边称为辐边， 圈上的边称为边缘边。

定理 5　设L (Wn )和S (Wn )分别是轮图Wn的

线图和细分图， 则L (Wn )和S (Wn )的Sombor指数为

SO (L (Wn ) ) = 2 n ( )n+ 1 2

2 +

2n 16 + ( )n+ 1 2 + 4n 2 ，

SO (S (Wn ) ) = n (3 13 + 4 + n2 )。
证明　Wn 边的个数为 2n， 所以 L (Wn ) 的大

小为 2n， Wn中度为 3的点的个数为 n， 度为 n的点

的个数为 1。根据引理， L (Wn ) 的边的个数为

n2 + 5n
2 。L (Wn ) 中度为 4 的点的个数为 n， 度为

n+ 1 的点的个数为 n。将 L (Wn ) 的边划分为

E (du，dv )类型的边， 其中 uv是 L (Wn )的一条边， 
对于 L (Wn ) 可以得到 E ( n+ 1，n+ 1)， E ( 4，n+
1)和E ( 4，4 )等 3种类型的边， 各类型边的个数如

表 5 所示。

那么，

表 4　L (Bn，m )边的分布情况

Tab. 4　Edge partition of L (Bn，m )

边的类型

E ( n,n )

E (m- 1,n )
E (m- 1,m- 2)

E (m- 2,m- 2)

边的个数

n ( )n- 1
2
n

n (m- 2)
nm2 - 5nm+ 6n

2

图 5　轮图W8

Fig. 5　Wheel graph W8
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SO (L (Wn ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Wn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n ( )n+ 1
2 ( )n+ 1 2 + ( )n+ 1 2 +

2n 42 + ( )n+ 1 2 + n 42 + 42 =

2 n ( )n+ 1 2

2 + 2n 16 + ( )n+ 1 2 + 4n 2 ，

SO (S (Wn ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Wn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

3n 22 + 32 + n 22 + n2 =
n (3 13 + 4 + n2 )。

2. 6　舵轮图的线图和细分图的Sombor指数

舵轮图Hn是由 n阶圈Cn的每一个顶点都与同

一个不在Cn上的顶点O相连， 然后在Cn的每点再

增加一条悬边而得到的图［21］。H8 如图 6 所示， 即
在轮图Cn边缘的每个点上， 添加一条悬挂边即为

舵轮图。

定理 6　设L (Hn )和S (Hn )分别是舵轮图Wn

的线图和细分图， 则L (Hn )和S (Hn )的Sombor指
数为

SO (L (Hn ) ) = 6n 5 + n 9 + ( )n+ 2 2 +

6n 2 + 2n 36 + ( )n+ 2 2 +
n ( )n+ 1 ( )n+ 2

2 2 ， 

SO (S (Hn ) ) = n (9 5 + 4 + n2 )。
证明　Hn边的个数为 3n， 所以L (Hn )的大小

为 3n， Hn中度为 1的点的个数为 n， 度为 4的点的

个数为 n， 度为 n的顶点的个数为 1。根据引理， 

L (Hn ) 的边的个数为
n2 + 11n

2 。L (Hn ) 中度为 3

的点的个数为 n， 度为 6的点的个数为 n， 度为 n+
2的点的个数为n。将L (Hn )的边划分为E (du，dv )
类型的边， 其中 uv 是 L (Hn ) 的一条边， 对于

L (Hn ) 可以得到 E ( 3，6)， E ( 3，n+ 2)， E ( 6，6)， 
E ( 6，n+ 2) 和 E ( n+ 2，n+ 2) 等 5 种类型的边， 
各类型边的个数如表 6 所示。

那么，

SO (L (Hn ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Hn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2n 32 + 62 + n 33 + ( )n+ 2 3 + n 62 + 62 +

2n 62 + ( )n+ 2 2 +
n ( )n+ 1

2 ( )n+ 2 2 + ( )n+ 2 2 =

6n 5 + n 9 + ( )n+ 2 2 + 6n 2 +

2n 36 + ( )n+ 2 2 + n ( )n+ 1 ( )n+ 2
2 2 ，

SO (S (Hn ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Hn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n 12 + 22 + 4n 22 + 42 + n 22 + n2 =
n (9 5 + 4 + n2 )。

2. 7　齿轮图的线图和细分图的Sombor指数

齿轮图是轮图的扩展。n齿轮图Gn是通过在

轮图Wn边缘边的每对相邻顶点之间插入一个额

外的顶点来获得的。本文考虑了Wn，k图。Wn，k图

是Wn的 ( k- 1)均匀细分， 它是在轮图Wn的边缘

边的每对相邻顶点之间插入 ( k- 1)个额外的顶点

表 6　L ( )Hn 边的分布情况

Tab. 6　Edge partition of L ( )Hn

边的类型

E ( 3,6)
E ( 3,n+ 2)
E ( 6,6)

E ( 6,n+ 2 )

E ( n+ 2,n+ 2 )

边的个数

2n
n
n

2n
n ( )n- 1

2

图 6　舵轮图H8

Fig. 6　Helm graph H8

表 5　L ( )Wn 边的分布情况

Tab. 5　Edge partition of L ( )Wn

边的类型

E ( n+ 1,n+ 1)

E ( 4,n+ 1)
E ( 4,4 )

边的个数

n ( )n- 1
2

2n
n
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获得的。W8，3 如图 7 所示。由此可知， 轮图Wn为

Wn，1， n齿轮图Gn为Wn，2。

定理 7　设L (Wn，k )和 S (Wn，k )分别是Wn，k的

线图和细分图， 则L (Wn，k )和S (Wn，k )的Sombor指
数为

SO ( )L ( )Wn，k = 2 n ( )n+ 1 2

2 +

2n 9 + ( )n+ 1 2 + 3n 2 + 2n 13 +
2n ( )k-3 2 ，

SO (S (Wn，k ) ) =

n (3 13 + 4 + n2 )+ 4 ( k- 1) 2。
证 明　 Wn，k 边 的 个 数 为 n ( k+ 1)， 所 以

L (Wn，k )的大小为 n ( k+ 1)， Wn，k中度为 2 的点的

个数为n ( k- 1)， 度为3的点的个数为n， 度为n的

顶点的个数为 1。根据引理， L (Wn，k )的边的个数

为
2nk+ n2 + 3n

2 。L (Wn，k )中度为 2的点的个数为

n ( k- 1)， 度为 3 的点的个数为 2n， 度为 n+ 1 的

点的个数为 n。将 L (Wn，k ) 的边划分为 E (du，dv )
类型的边， 其中 uv是 L (Wn，k ) 的一条边， 对于

L (Wn，k ) 可以得到 E ( n+ 1，n+ 1)， E ( 3，n+ 1)， 
E ( 3，3)， E ( 3，2)和E ( 2，2)等 5种类型的边， 各类

型边的个数如表 7 所示。

那么，

SO (L (Wn，k ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Wn，k

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n ( )n+ 1
2 ( )n+ 1 2 + ( )n+ 1 2 +

2n 32 + ( )n+ 1 2 + n 33 + 33 +

2n 32 + 22 + n ( )k- 3 22 + 22 =

2 n ( )n+ 1 2

2 + 2n 9 + ( )n+ 1 2 + 3n 2 +

2n 13 + 2n ( )k- 3 2 ，

SO ( )S ( )Wn，k = ∑
uv∈E ( )S ( )Wn，k

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

3n 22 + 32 + n 22 + n2 + 2( )k- 1 22 + 22 =

n ( )3 13 + 4 + n2 + 4 ( )k- 1 2。
2. 8　棒棒糖图的线图和细分图的Sombor指数

棒棒糖图 Lm，n(m≥ 3)是通过将完全图Km连

接到路径Pn而获得的图。L4，3如图 8 所示。

定理 8　设 L (Lm，n )和 S (Lm，n )分别是棒棒糖

图 Lm，n的线图和细分图， 则 L (Lm，n )和 S (Lm，n )的
Sombor指数为

SO (L (Lm，n ) ) = 5 + 2( )n- 3 2 + m2 + 4 +

(m- 1) ( ( )2m- 3 2 +m2 +

)( )m- 2 ( )2m- 3 2 + ( )2m- 4 2 + 2( )m- 2 3
，

SO (S (Lm，n ) ) = (m- 1) 2 4 + ( )m- 1 2 +

m 4 +m2 + 4 ( n- 1) 2 + 5。
证明　Lm，n边的个数为

m ( )m- 1
2 + n， 所以

L (Lm，n )的大小为
m ( )m- 1

2 + n， Lm，n中度为 1的

点的个数为 1， 度为 2的点的个数为 n- 1， 度为m
的点的个数为 1， 度为m- 1的点的个数为m- 1。
根 据 引 理 ， L (Lm，n ) 的 边 的 个 数 为

表 7　L ( )Wn，k 边的分布情况

Tab. 7　Edge partition of L ( )Wn，k

边的类型

E ( )n+ 1,n+ 1

E ( )3,n+ 1
E ( )3,3
E ( )3,2
E ( )2,2

边的个数

n ( )n- 1
2

2n
n

2n
n ( k- 3)

图 7　W8，3

Fig. 7　W8，3

图 8　棒棒糖图L4，3

Fig. 8　Lollipop graph L4，3
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m3 - 3m2 + 4m+ 2n- 4
2 。L (Lm，n )中度为 2(m-

2)的点的个数为
m2 - 3m

2 ， 度为 2m- 3的点的个

数为m， 度为m的点的个数为 1， 度为 2 的点的个

数为 n- 2， 度为 1的点的个数为 1。将L (Lm，n )的
边划分为E (du，dv )类型的边， 其中 uv是 L (Lm，n )
的 一 条 边 ， 对 于 L (Lm，n ) 可 以 得 到 E (1，2)， 
E ( 2，2)， E (m，2)， E ( 2m- 3，m )， E ( 2m-
3，2m- 4 ) 和 E ( 2m- 4，2m- 4 ) 等 6 种类型的

边， 各类型边的个数如表 8 所示。

那么，

SO ( )L ( )Lm，n = ∑
uv∈E ( )L ( )Lm，n

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

12 + 22 + ( )n- 3 22 + 22 + m2 + 22 + ( )m- 1 ( )2m- 3 2 +m2 +

( )m- 2 ( )m- 1 ( )2m- 3 2 + ( )2m- 4 2 + ( )m- 1 ( )m- 2 2

2 ( )2m- 4 2 + ( )2m- 4 2 =

5 + 2( )n- 3 2 + m2 + 4 +

( )m- 1 ( ( )2m- 3 2 +m2 )+( )m- 2 ( )2m- 3 2 + ( )2m- 4 2 + 2( )m- 2 3
，

SO (S (Lm，n ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Lm，n

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

(m- 1) 2 22 + ( )m- 1 2 +m 22 +m2 +

2( n- 1) 22 + 22 + 22 + 11 =

(m- 1) 2 4 + ( )m- 1 2 +m 4 +m2 +

4 ( n- 1) 2 + 5。
2. 9　网图的线图和细分图的Sombor指数

网图Wn定义为广义棱镜图Yn+ 1，3去掉外循环

边缘［22］。W6如图 9 所示。

定理 9　设 L (Wn ) 和 S (Wn ) 分别是网图Wn

的线图和细分图， 则L (Wn )和S (Wn )的Sombor指
数为

SO (L (Wn ) ) = 10n 2 + 2n 39 + 2n 61 +

6n 5 + n 34 ，

SO (S (Wn ) ) = n (9 5 + 3 13 )。
证明　Wn边的个数为4n， 所以L (Wn )的大小

为 4n， Wn中度为 1的点的个数为 n， 度为 3的点的

个数为 n， 度为 4 的点的个数为 n。根据引理， 
L (Wn )的边的个数为 9n。L (Wn )中度为 4 的点的

个数为 n， 度为 5的点的个数为 n， 度为 6的点的个

数为 n， 度为 3 的点的个数为 n。将L (Wn )的边划

分为E (du，dv )类型的边， 其中 uv是L (Wn )的一条

边 ， 对 于 L (Wn ) 可 以 得 到 E ( 4，4 )， E ( 4，5)， 
E ( 5，6)， E ( 6，6)， E ( 6，3)和E ( 5，3)等 6种类型的

边， 各类型边的个数如表 9 所示。

那么，

表 8　L ( )Lm，n 边的分布情况

Tab. 8　Edge partition of L ( )Lm，n

边的类型

E ( )1,2
E ( 2,2 )
E ( )m,3

E ( )2m- 3,m
E ( )2m- 3,2m- 4

E ( 2m- 4,2m- 4 )

边的个数

1
n- 3

1
m- 1

(m- 2) (m- 1)
( )m- 1 ( )m- 2 2

2

表 9　L ( )Wn 边的分布情况

Tab. 9　Edge partition of L ( )Wn

边的类型

E ( )4,4
E ( 4,5 )
E ( )5,6
E ( )6,6
E ( )6,3
E ( 5,3 )

边的个数

n
2n
2n
n

2n
n

图 9　网图W6

Fig. 9　Web graph W6
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SO (L (Wn ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Wn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n 42 + 42 + 2n 42 + 52 + 2n 52 + 62 +
n 62 + 62 + 2n 62 + 32 + n 52 + 32 =

4n 2+2n 39+2n 61+6n 2+6n 5+n 34=
10n 2 + 2n 39 + 2n 61 + 6n 5 + n 34 ，

SO (S (Wn ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Wn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

n 11 + 22 + 4n 22 + 42 + 3n 22 + 32 =
n (9 5 + 3 13 )。

2. 10　花图的线图和细分图的Sombor指数

花图Fln是由舵轮图确定的， 由舵轮图中每条

悬边的单点（度为 1的点）与顶点O相连得到， Fl4

如图 10 所示。

定理 10　设L (Fln )和 S (Fln )分别是花图Fln
的线图和细分图， 则L (Fln )和S (Fln )的Sombor指
数为

SO (L (Fln ) ) = 4n 13 + 2n 1 + n2 +

2n n2 + 2n+ 5 + 6n 2 + 4n n2 + 2n+ 10 +
2n2 2n2 + 2n+ 1 + n2( n- 1) 2 +

n ( n- 1) ( n+ 1) 2 ，

SO (S (Fln ) ) = 4n ( 2 + 2 5 + 1 + n2 )。
证明　Fln边的个数为4n， 所以L (Fln )的大小

为4n， Fln中度为2的点的个数为n， 度为4的点的个

数为n， 度为2n的顶点的个数为1。根据引理， L (Fln )
的边的个数为2n2 + 6n。L (Fln )中度为4的点的个

数为n， 度为6的点的个数为n， 度为2n的点的个数

为n， 度为2n+ 2的点的个数为n。将L (Fln )的边划

分为E (du，dv )类型的边， 其中uv是L (Fln )的一条

边 ， 对 于 L (Fln ) 可 以 得 到 E ( 4，6)， E ( 4，2n )， 
E ( 4，2n+ 2)， E ( 6，6)， E ( 6，2n+ 2)， E ( 2n，2n+
2)， E ( 2n，2n ) 和 E ( 2n+ 2，2n+ 2) 等 8 种类型的

边， 各类型边的个数如表 10 所示。

那么，

SO (L (Fln ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Fln

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2n 42 + 62 + n 42 + ( )2n 2 +

n 42 + ( )2n+ 2 2 + n 62 + 62 +

2n 62 + ( )2n+ 2 2 +

n2 ( )2n 2 + ( )2n+ 2 2 +
n ( )n- 1

2 ( )2n 2 + ( )2n 2 +
n ( )n- 1

2 ( )2n+ 2 2 + ( )2n+ 2 2 =

4n 13 + 2n 1 + n2 + 2n n2 + 2n+ 5 +
6n 2 + 4n n2 + 2n+ 10 +

2n2 2n2 + 2n+ 1 +
n2( n- 1) 2 + n ( n- 1) ( n+ 1) 2 ，

SO (S (Fln ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Fln

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2n 22 + 22 + 4n 22 + 42 + 2n 22 + ( )2n 2 =
4n ( 2 + 2 5 + 1 + n2 )。

2. 11　向日葵图的线图和细分图的Sombor指数

向日葵图Sfn是通过增加 n个点与花图的顶点

O相连得到， Sf4如图 11 所示。

图 11　向日葵图Sf4
Fig. 11　Sunflower graph Sf4

图 10　花图Fl4
Fig. 10　Flower graph Fl4

表 10　L ( )Fln 边的分布情况

Tab. 10　Edge partition of L ( )Fln

边的类型

E ( )4,6
E ( 4,2n )

E ( )4,2n+ 2
E ( )6,6

E ( )6,2n+ 2
E ( 2n,2n+ 2 )

E ( 2n,2n )

E ( 2n+ 2,2n+ 2 )

边的个数

2n
n
n
n

2n
n2

n ( )n- 1
2

n ( )n- 1
2
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定理 11　设L (Sfn )和S (Sfn )分别是花图Sfn的

线图和细分图， 则L (Sfn )和S (Sfn )的Sombor指数为

SO (L (Sfn ) ) = 4n 13 + n 16 + 9n2 +

n 9n2 + 12n+ 20 + 6n 2 +
2n 9n2 + 12n+ 40+n2( 18n2 + 12n+ 4 +

18n2 + 6n+ 5 + 18n2 - 6n+ 1 )+

2 n ( )n- 1
2 (9n+ 1)，

SO (S (Sfn ) )

= n (4 ( 2 + 2 5 )+ 5 4 + 9n2 + 5 )。
证明　Sfn边的个数为 5n， 所以L (Sfn )的大小

为 5n， Sfn中度为 1的点的个数为 n， 度为 2的点的

个数为 n， 度为 4 的点的个数为 n， 度为 3n的顶点

的个数为 1。根据引理， L (Sfn ) 的边的个数为

9n2 + 11n
2 。L (Sfn )中度为 4的点的个数为 n， 度为

6 的点的个数为 n， 度为 3n的点的个数为 n， 度为

3n+ 2的点的个数为 n， 度为 3n- 1的点的个数为

n。将 L (Sfn )的边划分为 E (du，dv )类型的边， 其
中 uv是 L (Sfn ) 的一条边， 对于 L (Sfn ) 可以得到

E ( 4，6)， E ( 4，3n )， E ( 4，3n+ 2)， E ( 6，6)， 
E ( 6，3n+ 2)， E ( 3n，3n )， E ( 3n+ 2，3n+ 2)， 
E ( 3n，3n+ 2)， E ( 3n- 1，3n+ 2)， E ( 3n- 1，3n )
和E ( 3n- 1，3n- 1)等 11种类型的边， 各类型边

的个数如表 11 所示。

那么，

SO (L (Sfn ) ) = ∑
uv∈E ( )L ( )Sfn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 = 2n 42 + 62 + n 42 + ( )3n 2 +

n 42 + ( )3n+ 2 2 + n 62 + 62 + 2n 62 + ( )3n+ 2 2 +

n2( ( )3n 2 + ( )3n+ 2 2 + ( )3n- 1 2 + ( )3n+ 2 2 + ( )3n- 1 2 + ( )3n 2 )+

+n ( )n- 1
2 ( ( )3n 2 + ( )3n 2 + ( )3n+ 2 2 + ( )3n+ 2 2 + ( )3n- 1 2 + ( )3n- 1 2 )=

4n 13 + n 16 + 9n2 + n 9n2 + 12n+ 20 + 6n 2 + 2n 9n2 + 12n+ 40 +

n2( 18n2 + 12n+ 4 + 18n2 + 6n+ 5 + 18n2 - 6n+ 1 )+ 2 n ( )n- 1
2 (9n+ 1)，

SO (S (Sfn ) ) = ∑
uv∈E ( )S ( )Sfn

deg ( )u 2 + deg ( )v 2 =

2n 22 + 22 + 4n 22 + 42 + 2n 22 + ( )3n 2 +

n 22 + ( )3n 2 + n 11 + 22 =

n (4 ( 2 + 2 5 )+ 5 4 + 9n2 + 5 )。
3　结　论

拓扑指数是图的一种数学符号， 本文详细阐

述了友谊图、 风车图、 爆竹图、 香蕉树图、 轮图、 
舵轮图、 齿轮图、 棒棒糖图、 网图、 花图和向日葵

图的定义， 找到了这些图的线图和细分图的Som⁃
bor 指数的一般表达式。后续还可以对这些图形

的其他拓扑指数， 或者其他图形的Sombor指数进

行研究。
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