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摘 要：在空间维数 n≥ 2时，研究带导数非线性项的耦合Tricomi方程组的小初值问题。通过定义问题的

能量解并构造适当的检验函数，得到关于解的积分泛函的不等式。根据非线性项指数的范围将解的性态研

究分为次临界情形及临界情形。在次临界情形利用改进的Kato引理，在临界情形利用迭代方法，证明了问

题的解会在有限时间破裂。同时，在次临界情形得到幂次形式解的生命跨度的上界估计，在临界情形得到

指数形式解的生命跨度的上界估计，推广了现有文献的结论。
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0　引  言

本文研究了带导数非线性项（即方程解的导

数形式）的Tricomi方程的耦合系统，方程以时间

t的多项式型传播速度为特征，同时考虑了其小初

值问题，即
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utt - t 2mΔu= || vt
p, ( x,t )∈Rn ×[ 0,∞ ),

vtt - t 2mΔv= || ut
q, ( x,t )∈Rn ×[ 0,∞ ),

u ( x,0 )= εf1 ( x ),v ( x,0 )= εf2 ( x ), x∈Rn,
ut ( x,0 )= εg1 ( x ),vt ( x,0 )= εg2 ( x ), x∈Rn,

（1）

式中：空间维数 n≥ 2；m≥ 0；p,q> 1；ε是给

定 的 任 意 小 的 正 数 ； 非 负 初 值 函 数

( f1,f2,g1,g2 ) ≡ 0， 且 s upp( f1,f2,g1,g2 )⊂BE ( 0 )=
{x | | x | ≤E}，E> 2。

Tricomi方程及耦合方程组解的破裂问题已受

到广泛关注[1‐11]。不同形式非线性项的影响强弱不

同,会导致解的破裂区域不同,并且具有不同的生

命跨度估计。关于 n维空间中的非线性Tricomi方
程 utt - t 2mΔu= a | u |p + b | ut |

q, 当 ( a,b )=(1,0 )
时 ,记 pc ( n,m ) 为二次方程 ((m+ 1)n- 1) p2 -
((m+ 1)n+ 1 - 2m ) p- 2(m+ 1)= 0 的 最 大

根。He等[1]在 1 < p≤ pc ( n,m )时证明了其初值问

题 解 的 破 裂 。 当 ( a,b )=( 0,1 ), 1 < q≤

qG ( n (m+ 1) ) 时，Lucente 等[3]利用积分表示公

式，Hamouda 等[4]通过构造常微分不等式，证明

了其小初值问题解的破裂，其中，qG ( n )= 1 +
2 ( n- 1)是 Glassey 临界指数。同时，当 1 < q≤
qc ( n,m ) 时，利用Bessel函数[6]构造适当的检验函

数，得到了改进的破裂结果，其中 qc ( n,m )=1 +
2 ( )(m+ 1)( n- 1)-m ≥qG( )n (m+ 1) [4‐5]。 当

( a,b )=(1,1)时，Hamouda 等[4]证明了带组合非

线性项的 Tricomi 方程小初值问题解的破裂。其

它有关 Tricomi 方程及其耦合方程组的研究，可

参考相关文献[7-11]。

对于带尺度不变阻尼项的波动方程的耦合

系统
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utt - Δu+ μ1

1 + t
ut = || vt

p,  ( x,t )∈Rn ×[ 0,∞ ),

vtt - Δv+ μ2

1 + t
vt = || ut

q, ( x,t )∈Rn ×[ 0,∞ ),

u ( x,0 )= εf1 ( x ),v ( x,0 )= εf2 ( x ), x∈Rn,
ut ( x,0 )= εg1 ( x ),vt ( x,0 )= εg2 ( x ),x∈Rn  ,

（2）

当 μ1 = μ2 = 0 时，方程（2）即为经典波动方程的

耦 合 方 程 组 。 此 耦 合 系 统 的 临 界 指 数 记 为

Ω ( n,p,q )≔ max (Λ( n,p,q ),Λ( n,q,p ))，其中

Λ( n，p，q )= p+ 1
pq- 1 - n- 1

2 。 （3）

Deng［12］和 Xu［13］在 Ω ( n,p,q )≥ 0 时 得 到 问

题（2）解的破裂。当 Ω ( n,p,q )< 0 时，Kubo 等［14］

证明了问题（2）存在整体解。关于解的破裂区域

及整体存在区域的临界曲线为Ω ( n,p,q )= 0。
μ1,μ2 > 0时，对于带阻尼项的波动方程的耦

合 系 统（2）， 当 Ω ( n, μ1, μ2, p, q )=max (Λ( n+
μ1, p, q ),Λ( n+ μ2,q,p ))≥ 0 时， Hamouda 等［15］

利用检验函数方法，证明了问题解的破裂，其中

Λ( n+ μ1，p，q )= p+ 1
pq- 1 - n+ μ1 - 1

2 。

并且可知， 当 μ1 = μ2 = 0 时，Ω ( n,μ1,μ2,p,q )转化

为Ω ( n,p,q )。另一方面，将阻尼项系数替换为连

续可积的非负函数 bi ( t )    ( i= 1,2 )时，Palmieri等
通过构造适当的检验函数，并利用改进的Kato引

理及迭代方法，得到问题（2）解的破裂及生命跨

度的上界估计［16］。其它相关研究见文献［17‐19］。

对于 Tricomi 方程，波的传播速度依赖于时

间 t。问题（1）关于时间 t作变换，得

ξ ( t )= tm+ 1

m+ 1， （4）

则波具有有限传播速度，即{x | |x| ≤ ξ ( t )+E }。
下面给出能量空间中问题（1）的弱解定义。

定义 1  函数 ( u,v )是问题（1）在 [ 0,T )上的能

量解，若

ì
í
î

ïï

ïï

u，v∈ C( )[ 0，T )，H1 (Rn ) ∩ C1( )[ 0，T )，L2 (Rn ) ，

ut ∈ Lq
loc( )( 0，T )×Rn ，vt ∈ Lp

loc( )( 0，T )×Rn ，
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并且，对于 ∀Φ，Φ͂ ∈ C∞
0 (Rn ×[ 0，T ) )，方程（5） 和（6）成立，即

∫
Rn
ut ( x，t ) Φ( x，t ) dx-∫

Rn
ut ( x，0 ) Φ( x，0 ) dx-∫

0

t ∫
Rn
ut ( x，s ) Φ t ( x，s ) dxds+

∫
0

t

s2m∫
Rn

∇u ( x，s ) ∇Φ( x，s ) dxds=∫
0

t ∫
Rn

|| vt
pΦ( x，s ) dxds ，                     （5）

∫
Rn
vt ( x，t ) Φ͂( x，t ) dx-∫

Rn
vt ( x，0 ) Φ͂( x，0 ) dx-∫

0

t ∫
Rn
vt ( x，s ) Φ͂ t ( x，s ) dxds+

∫
0

t

s2m∫
Rn

∇v ( x，s ) ∇Φ͂( x，s ) dxds=∫
0

t ∫
Rn

|| ut
qΦ͂( x，s ) dxds。 （6）

关于问题（1）的解 ( u,v )，有如下定理。

定理2  令 p,q> 1，m≥ 0，n≥ 2，且满足

Ω ( n，m，p，q )≔ max (Λ( n，m，p，q )，Λ( n，m，q，p ))，
其中，

Λ( n，m，p，q )= p+ 1
pq- 1 + m-( n- 1)(m+ 1)

2 。
假设 fi,gi    ( i= 1,2 )是紧支集位于BE ( 0 )且不恒为0
的非负函数，满足 ( fi,gi )∈ C∞

0 (Rn )×( H1 (Rn ),
L2 (Rn ) )。若 ( u,v )是方程（5）和（6）的能量解，且满

足 supp⊂{(x,t)∈Rn×[0,∞)| || x ≤ξ(t)+E}，则存在

正 常 数 ε0=ε0 ( n,m,p,q,f1,f2,g1,g2,E )。 当

ε∈( 0,ε0 )时，( u,v )的生命跨度估计T ( ε )满足

T ( ε )≤
ì

í

î
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ïï
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Cε-Ω ( n,m,p,q )-1, Ω ( n,m,p,q )> 0,
exp ( )Cε-( pq- 1) , Ω ( n,m,p,q )= 0,p≠ q,
exp ( )Cε-( p- 1) , Ω ( n,m,p,q )= 0,p= q,

（7）

其中，C是与 ε无关的正常数。

本文将 Lai等［5］研究的单个 Tricomi方程的小

初值问题推广为耦合方程组的小初值问题（1），
并利用检验函数方法在次临界情形及临界情形得

到解的破裂，其破裂区域为Ω ( n,m,p,q )≥ 0。当

p= q时，问题（1）解的生命跨度估计与文献［5］中

的生命跨度估计相同。当m= 0时，Ω ( n,m,p,q )
转化为Ω ( n,p,q )，问题（1）解的破裂区域与式（7）
中的生命跨度估计和 Deng［12］及 Xu［13］得到的波动

方程耦合方程组的结果一致。

1　预备知识

假设函数ρi ( t )    ( i= 1, 2 )满足

d2

dt 2 ρi ( t )- t 2m ρi ( t )= 0，∀t≥ 0，i= 1，2，（8）

则ρi ( t )可表示为

ρi ( t )=
ì
í
î

1, t= 0,
αmt 1/2  K( 2m+ 2 )-1( )ξ ( t ) ,∀t> 0, （9）

式中：ξ ( t )由式（4）定义。αm，Kυ ( t )及 ρi ( t )的相

关性质详见文献［1，4，6］。

基 于 文 献［17］ 来 定 义 函 数 φ( x )=

∫
Sn- 1

ex ⋅ωdω      ( n≥ 2,  Sn- 1表示n- 1维单位球面 )，

则 φ( x ) 满 足 Δφ=φ。 定 义 函 数 ψi ( x,t )=
ρi ( t )φ( x )     ( i= 1,2 )。因此，ψi ( x,t )满足微分方程

d2

dt 2 ψi ( x，t )- t 2mΔψi ( x，t )= 0  ，i= 1，2。（10）

对于ψi ( x,t )，有如下引理成立。

引理 1［17］  令 r> 1， 则 存 在 正 常 数 C 1
1 =

C 1
1 ( n,E,p,r )及C 2

1 =C 2
1 ( n,E,q,r )，使得

∫{ } |x| ≤ ξ ( t )+E
( ψi ( x,t ) ) rdx≤

Ci
1 ρri ( t ) erξ ( t )( )1 + ξ ( t )

( 2 - r )( n- 1)
2 ,∀t≥ 0,i= 1,2。

（11）

现定义函数

G1 ( t )=∫
Rn
u ( x，t )ψ1 ( x，t ) dx ，

G2 ( t )=∫
Rn
v ( x，t )ψ2 ( x，t ) dx，

G͂1 ( t )=∫
Rn
ut ( x，t )ψ1 ( x，t ) dx ，     

  G͂2 ( t )=∫
Rn
vt ( x，t )ψ2 ( x，t ) dx。

下面分别给出Gi ( t )和 G͂i ( t )( i= 1,2 )下界估

计的引理。

引理 2［4］  假设定理2中关于 fi,gi    ( i= 1,    2 )的
条件成立，( u,v )是方程（5）和（6）的能量解，则

∃T0 =T0 (m )> 1，使得

Gi ( t )≥CGi
εt-m,∀t≥T0  ,i= 1,   2  , （12）

其中，CGi
是与n,m,fi,gi,E有关的正常数。

引理 3［4］  假设定理2中关于 fi,gi    ( i= 1,    2 )的
条件成立，( u,v )是方程（5）和（6）的能量解， 则
∃T1 =T1 (m )> 1，使得
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G͂i ( t )≥CG͂i
ε ，∀t≥T1  ，i= 1，   2  ， （13）

其中，CG͂i
是与n,m,fi,gi,E有关的正常数。

由于 ρi ( t )，ψi ( x,t )所满足的方程（8）和（10）
与文献［4］中的一致，故引理的证明方法也与其

一致，类似可得到如下结果。

1） 由于 lim
t→ ∞

Kυ ( t )= π
2t e-t(1 +Ο ( t-1 ) )，当

式（12）中的T0充分大时，可知［4，6］

ξ ( t )K 2
1

2m+ 2
(ξ ( t ))> π

4 e-2ξ ( t ), ξ-1 ( t )K-2
1

2m+ 2
(ξ ( t ))>

1
π e2ξ ( t ), ∀t≥ T0

2 。 （14）

2） 类似于文献［4］中引理3. 3的证明过程，得

G͂ ′i ( t )- 3ρ′i ( t )
2ρi ( t )

G͂i ( t )≥

tm

4 ∫
0

t ∫
Rn
| vt ( x,t ) |pψi ( x,s ) dxds+

∫
Rn

|| vt ( x,t ) p
ψi ( x,t ) dx+ Cm ( fi,gi )

4 εtm, i= 1。
（15）

当 i= 2时，式（15）中用 u替换 v，用 q替换 p
即可。此处，Cm ( fi,gi )     ( i= 1,2 )为正常数。

2　定理 2 的证明

令

Γ i ( t )=-2ρ′i ( t ) ρi ( t )，i= 1，2   ，

L1 ( t )= 1
8 ∫

T2

t ∫
Rn
| vt ( x，s ) |

p
ψ1 ( x，s ) dxds+ C3ε

8 ，

（16）

L2 ( t )= 1
8 ∫

T2

t ∫
Rn
| ut ( x，s ) |

q
ψ2 ( x，s ) dxds+ C3ε

8 ，

（17）

式中：C3=min(Cm(f1, g1)/4,Cm(f2, g2)/4, 8C~G 1
,

8C~G 2
)。 利 用 ρ( t ) 及 Γ( t ) 的 性 质［4，6］ ， 得

lim
t→ ∞

ρ′i ( t )
tm ρi ( t )

=－1， 并 且 可 选 取 T2 >T1， 使 得

tm

4 - 3Γ i ( t )
32 > 0，∀t≥T2。

令 Fi ( t )= G͂i ( t )-Li ( t ), i= 1,2。 利 用

式（15）可知

F′1 ( t )+ 3Γ1 ( t )
4 F1 ( t )≥

( tm4 - 3Γ1 ( t )
32 )∫T2

t ∫
Rn

|| vt ( x，s )
p
ψ1 ( x，s ) dxds+

7
8 ∫

Rn
| vt ( x，t ) |pψ1 ( x，t ) dx+ ∀t≥T2。

 （18）

式（18）两边乘以 ρ-3/2
1 ( t )，并在 (T2,t ) 上积

分，得到

F1 ( t )≥F1 (T2 ) ρ3/2
1 ( t )

ρ3/2
1 (T2 )

， ∀t≥T2。
由于C3 ≤ 8CG͂1

，结合引理3，可知

F1 (T2 )= G͂1 (T2 )- C3ε
8 ≥ G͂1 (T2 )-

CG͂1
ε≥ 0， ∀t≥T2，

故F1 ( t )≥ 0。于是

G͂1 ( t )≥L1 ( t )， ∀t≥T2。
类似地，有

G͂2 ( t )≥L2 ( t )，∀t≥T2。 （19）

利用Hölder不等式及式（11），可得

∫
Rn
| vt ( x，t ) |pψ1 ( x，t ) dx≥ ( )∫{ }|| x ≤ ξ ( t )+R

ψ
p

p- 1
2 ( x，t )ψ

-   1
p- 1

1 ( x，t ) dx
-( p- 1)

( )∫
Rn
vt ( x，t )ψ2 ( x，t ) dx

p

≥

Cρ1 ( t ) ρ-p
2 ( t ) e-( p- 1) ξ ( t )(1 + ξ ( t ))-   ( n- 1)( p- 1)

2 G͂ p
2 ( t )。 （20）

由式（9）和式（14），可知

ρ1 ( t ) eξ ( t ) > π(m+ 1)
2 αmt

-m
2，ρ-p

2 ( t ) e-pξ ( t ) >

( π(m+ 1)α2
m )- p

2 t
mp
2 。 （21）

将式（21）代入式（20），得

∫
Rn

|| vt ( x，t ) p
ψ1 ( x，t ) dx≥

Ct
m ( p- 1)

2 (1 + ξ ( t ))-   ( n- 1)( p- 1)
2 G͂ p

2 ( t )。 （22）

将式（22）结合式（16）和（19），得

L′1 ( t )≥Ct
m ( p- 1)

2 (1 + ξ ( t ))-   ( n- 1)( p- 1)
2 Lp2 ( t )。（23）

类似地，可知

L′2 ( t )≥Ct
m ( q- 1)

2 (1 + ξ ( t ))-   ( n- 1)( q- 1)
2 Lq1 ( t )。（24）

将式（23）和式（24）在 (T2,t )上积分，得到

L1 ( t )≥C0∫
T2

t

s
m ( p- 1)

2 (1 + ξ ( s ))-   ( n- 1)( p- 1)
2 ·

Lp2 ( s ) ds+ C3ε
8 ， ∀t≥T2， （25）

39



2024 年第 1 期中 北 大 学 学 报（自然科学版）

L2 ( t )≥C0∫
T2

t

s
m ( q- 1)

2 (1 + ξ ( s ))-   ( n- 1)( q- 1)
2 ·

Lq1 ( s ) ds+ C3ε
8 ， ∀t≥T2。 （26）

2. 1　次临界情形

下面给出改进的Kato引理。

引理 4  令 r> 1，a> 0，b> 0，使得 M=
r- 1

2 a- b
2 + 1 > 0。 假 设 F ( t )∈ C2 ( [ H,T ) )，

H> 0，并满足

F ( t )≥Ata，t≥ T͂0， （27）

F″( t )≥B ( t+E )-b| F ( t ) |r，t≥H， （28）

F (H )≥ 0，F′(H )> 0， （29）

式中：A,B,R,T͂0是正常数。假设

T͂1 = max (T͂0，H+ F (H )
F′(H )

，E )≥C0A
-   r- 1

2M，（30）

则T< 22 MT͂1。
引理 4 的证明  由于引理 4中H≠ 0，此处结

合 文 献［18］给 出 证 明 过 程 。 利 用 式（28）和

式（29），可知F′( t )≥F′(H )> 0，则

F ( t )≥F′(H )( t-H )+F (H )≥F (H )≥ 0，
∀t≥H。 （31）

式（28）两边同时乘以F′( t )，得

∂ t( F′( t ) ) 2 ≥ 2B ( t+E )-bFr ( t )F′( t )。
利用式（31），可知

( F′( t ) ) 2 ≥

( F′(H ) ) 2 + 2B ( t+E )-b∫
H

t

Fr ( s )F′( s ) ds≥             

2B
r+ 1 ( t+E )-bFr ( t ) ( F ( t )-F (H ) ), ∀t≥H。

若 F (H )> 0， 假 设 t≥H+F (H ) F′(H )，
则有F ( t )≥ 2F (H )，得

F′( t )> B
r+ 1 ( t+E )-  b2F

r+ 1
2 ( t ),

∀t≥H+ F (H )
F′(H )

。 （32）

若 F (H )= 0，式（32）仍成立。其余部分的

证明与文献［18］中相同。

现证明当Ω ( n,m,p,q )> 0时，次临界情形问

题（5）~（6）解的破裂。为不失一般性，假设

Ω ( n,m,p,q )= Λ( n,m,p,q )。 对 于 式（25）和

式（26），∃T3 >T2 + 1，使得当 t≥T3时，有

1 + ξ ( t )≤(1 + t )m+ 1， t
m ( q- 1)

2 ≥

C (1 + t )
m ( q- 1)

2 ， t
m ( p- 1)

2 ≥C (1 + t )
m ( p- 1)

2 。（33）

结合式（25），式（26）及式（33），可知

L1 ( t )≥

C0∫
T3

t

(1 + s )
m ( p- 1)

2    -    ( n- 1)( p- 1)
2 (m+ 1)

Lp2 ( s ) ds+

C3ε
8 ， ∀t≥T3， （34）

L2 ( t )≥

C0∫
T3

t

(1 + s )
m ( q- 1)

2    -    ( n- 1)( q- 1)
2 (m+ 1)

Lq1 ( s ) ds+

C3ε
8 , ∀t≥T3。 （35）

对式（35）运用 Hölder 不等式，并注意到 n≥
2，可得

 L2 ( t )≥

C (1 + t )
m ( q- 1)

2    -    ( n- 1)( q- 1)
2 (m+ 1)∫

T3

t

Lq1 ( s ) ds≥  

C (1 + t )
m ( q- 1)

2    -    ( n- 1)( q- 1)
2 (m+ 1)-( q- 1)(∫T3

t

L1 ( s ) ds) q,
∀t≥T3   。 （36）

令

Fi ( t )=∫
T3

t

Li ( s ) ds，i= 1，2。 （37）

将式（36）代入式（23），可得

F″1    ( t )≥

C (1 + t )
pq- 1

2 ( )m-( n- 1)(m+ 1) - p( q- 1)
Fpq

1 ( t )， ∀t≥T3。
（38）

另 一 方 面 ， 可 知 F1 (T3 )= 0， F′1 (T3 )=
L1 (T3 )> 0。由于 L1 ( t ) 递增，利用式（37）可知

F1 ( t )≥( t-T3 )L1 (T3 )。当 t≥ 2T3时，有

F1 ( t )≥ 2-1t L1 (T3 )≥Cεt，∀t≥ 2T3。（39）

根据引理4及式（38）和（39），令

A=Cε， a= 1， b= pq- 1
2 ( ( n- 1)(m+ 1)-

m ) + p ( q- 1)， r= pq。
可知

M= pq- 1
2 - pq- 1

4 ( )( n- 1)(m+ 1)-m -

p ( q- 1)
2 + 1 > 0 ⇔ Λ( n，m，p，q )= p+ 1

pq- 1 +

m-( n- 1)(m+ 1)
2 > 0。 （40）

根据式（39），取 T͂0 =(Cε )-Λ( n,m,p,q )-1

，则存在
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充分小的正数 ε0，当 ε∈( 0,ε0 )时，有

T͂0 ≥ max (T3 + F1 (T3 )
F′1 (T3 )

，E )。
根据引理4，F1 ( t )生命跨度的上界估计满足

T≤Cε-Λ( n，m，p，q )-1。
类似地，当 Ω ( n,m,p,q )= Λ( n,m,q,p ) 时，

对于F2 ( t )，有

T≤Cε-Λ( n，m，q，p )-1

，

则问题（1）的解 ( u,v )的生命跨度的上界估计为

T≤Cε-max ( )Λ( n，m，p，q )，Λ( n，m，q，p ) -1

，

式中：C=C ( n,m,p,q,f1,f2,g1,g2,E )。

2. 2　临界情形且p≠ q

假 设 Ω ( n,m,p,q )= 0， 设 Λ( n,m,p,q )=
0 > Λ( n,m,q,p )。 利 用 式（40）及 T3 > 1， 则

式（34）和（35）可写为

L1 ( t )≥C0∫
T3

t

(T3 + s )
-   ( p- 1)( p+ 1)

pq- 1 Lp2 ( s ) ds+ C3ε
8 ,

∀t≥T3, （41）

L2 ( t )≥C0∫
T3

t

(T3 + s )
-   ( q- 1)( p+ 1)

pq- 1 Lq1 ( s ) ds+ C3ε
8 ,

∀t≥T3。 （42）

引入序列 { lj }j∈N，其中 lj = 2 - 2-( j+ 1)。可知

{ lj }j∈N是递增序列，lj ≥ l0 = 3 2。假设

L1 ( t )≥Dj(log ( t
ljT3 ) )

θj

，t≥ lj， （43）

其中，{ Dj }j∈Ν，{ θj }j∈N是待定非负实数序列。由

于 D0 =C3ε 8，θ0 = 0，则 j= 0 时式（43）成立。

另 一 方 面 ， 对 于 ∀j∈N， 当 t≥ ljT3 时 ， t≥
3( t+T3 ) 5。将式（43）代入式（42），得

L2 ( t )≥C0Dq
j ∫ ljT3

t

( )T3 + s
-   ( q- 1)( p+ 1)

pq- 1 ( )log ( )s
ljT3

qθj

ds   ≥C0Dq
j ( )t+T3

-   ( q- 1)( p+ 1)
pq- 1 ∫ lj t

lj+ 1

t ( )log ( )s
ljT3

qθj

ds≥

  35 C0Dq
j ( )1 - lj

lj+ 1
( )t+T3

1 -    ( q- 1)( p+ 1)
pq- 1 ( )log ( )t

lj+ 1T3

qθj

， ∀t≥ lj+ 1T3   。 （44）

将式（44）代入式（41），得

L1 ( t )≥ ( 3
5 ) pC p+ 1

0 Dpq
j (1 - lj

lj+ 1 )
p

∫
lj+ 1T3

t 1
s+T3

·

(log ( s
lj+ 1T3 ) )

pqθj

ds≥  C4Cp+ 1
0 ( )1 - lj

lj+ 1

p

·

Dpq
j ( )pqθj + 1 -1 ( )log ( )t

lj+ 1T3

pqθj+ 1

,∀t≥ lj+ 1T3  ,

其中，C4 = 3p+ 1 5p+ 1。由于 1 - lj lj+ 1 ≥ 2-( j+ 3 )，

于是，L1 ( t )满足

L1 ( t )≥C4Cp+ 1
0 2-p( j+ 3 )( pqθj + 1)-1·

Dpq
j (log ( t

lj+ 1T3 ) )
pqθj+ 1

。

结合式（43），令

θj+ 1 = 1 + pqθj， （45）

Dj+ 1 = 2-p( j+ 3 )C4Cp+ 1
0 ( pqθj + 1)-1Dpq

j 。（46）

于是，式（43）对于 j+ 1也成立。

根据式（45），得

θj = 1 + pqθj- 1 = 1 + pq+( pq )2θj- 2 = ⋯ =

( pq )k + θ0 ( pq )j = ( pq )j - 1
pq- 1 。 （47）

结合式（46）和（47），得

 Dj ≥ 2-p( j+ 3 )C4Cp+ 1
0 ( pq- 1)( pq )-j Dpq

j- 1 =

            2-3pC4Cp+ 1
0 ( pq- 1)
D͂

(2p pq)-j
Dpq
j- 1。

计算得到

logDj≥pq logDj-1- j log (2p pq)+log D͂≥ ( pq )j logD0-( )∑
k=0

j-1

( j-k )( pq )k log ( )2p pq +

 ( pq )j( )logD0- pq
( pq-1)2 log ( )2p pq + 1

pq-1 log D͂ +  

 
                                     

1
( pq-1)2 log ( )2p pq + j+1

pq-1 log ( )2p pq - 1
pq-1 log D͂

≥0

。        （48）

 令式（48）最后一步的后3项之和非负，则 j
应满足

j≥ j0：= log D͂
log ( 2p pq )

- pq
pq- 1。
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选取 j使得 j≥ max ( 0,j0 )，则有

logDj ≥( pq )j log (C5ε )， （49）

式中：C5 = log (8-1C3 D͂( pq- 1)-1(2p pq)-pq ( pq- 1)-2)。
结 合 式（43）， 式（47）及 式（49）， 当 j≥

max ( 0,j0 )且 t≥ ljT3时，有

L1 ( t )≥

exp (( pq )j log (C5ε )) (log ( t
ljT3 ) ) ( )( pq )j- 1 ( pq- 1)

。
对于 ∀j∈N， lj < 2，当 j≥ max ( 0,j0 ) 且 t≥

2T3时，可知

L1 ( t )> exp (( pq )j log (C5ε )) (log ( t
2T3 ) )

( )( pq )j- 1 ( pq- 1)

=

exp (( pq )j log (C5ε (log ( t
2T3 ) )

1 ( pq- 1)) ) log ( t
2T3 )

-1 ( pq- 1)

。 （50）

选 取 充 分 小 的 正 数 ε0 =
ε0 ( n, m, f1, f2, g1, g2, E )，使得 exp((C5ε0 )-( pq- 1))
≥0。 因此， 对 于 ∀ε∈( 0,ε0 ) 及 t≥
2T3 exp ((C5ε )-( pq- 1))，得

C5ε (log ( t
2T3 ) )

1/( pq- 1)

> 1。
式（50）中当 j→ ∞时，L1 ( t )会在有限时间内

发生破裂。因此，问题（1）的解 ( u,v )的生命跨度

的上界估计为

T ( ε )≤ exp (Cε-( pq- 1))， （51）

其中，C是与 ε无关的正常数。

当 Λ( n,m,q,p )= 0 > Λ( n,m,p,q ) 时，利用

类似方法可得与式（51）相同的估计。

2. 3　临界情形且  p= q

假 设 Λ( n,m,p,q )= Λ( n,m,q,p )= 0, 利 用

式（40），则有 p= q。因此，式（34）和（35）可记为

L1 ( t )≥C0∫
T3

t

(1 + s )-1Lp2 ( s ) ds+ C3ε
8 ，∀t≥T3，

（52）

L2 ( t )≥C0∫
T3

t

(1 + s )-1Lq1 ( s ) ds+ C3ε
8 ，∀t≥T3。

（53）
结合文献［19］中对式（42）和式（43）的计算过

程，对于式（52）和（53），可知L1 ( t )和L2 ( t )会在

有限时间内破裂，则问题（1）的解 ( u,v )的生命跨

度的上界估计为

T ( ε )≤ exp (Cε-( p- 1))，
其中，C是与 ε无关的正常数。
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