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摘 要：不同于传统的LU分解算法和QR分解算法，本文研究了一种新的基于DS矩阵分解的递归SPIKE
算法。SPIKE算法采用了一种新颖的分解方法来平衡通信和算法开销，相比其他方法在现代并行架构上有

更好的延展性。首先，从系数矩阵的分块、DS分解、简化系数矩阵方程组的提取和求解四方面介绍了递归

SPIKE算法的工作原理。然后，首次将其应用到具体的系数矩阵规模不同的线性方程组中，并与LU分解

算法与QR分解算法进行了比较。三组数值实验分别给出了各个求解算法的结果和运行时间。实验结果表

明，递归SPIKE算法不仅能够求解得到准确结果，而且求解速度更快。数值案例表明，递归SPIKE算法所

需的计算时间约为LU算法的40%，约为QR分解算法的8%。
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Abstract： A recursive SPIKE algorithm was presented based on DS matrix decomposition， which was 
very different from LU decomposition algorithm and QR decomposition algorithm.  The SPIKE algorithm 
used a novel decomposition method to balance communication overhead with arithmetic cost to achieve bet⁃
ter scalability than other methods on modern parallel architectures.  Firstly， the basic operating principle of 
a recursive SPIKE algorithm was introduced by four aspects： partitioning coefficient matrix， DS decompo⁃
sition， extraction and solution of simplified coefficient matrix equations.  The SPIKE algorithm was 
applied to specific linear equations with different coefficient matrix for the first time.  Three sets of numeri⁃
cal experiments gave the results and running time of each solution algorithm.  The experimental results 
show that the recursive SPIKE algorithm can not only obtain accurate results， but also has a faster solu⁃
tion speed. Experiments indicate the computing time of the proposed algorithms is about 40 percent of LU 
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decomposition algorithm， and about 8 percent of QR decomposition algorithm.
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0　引  言

偏微分方程在实际工程应用中起着至关重要

的作用，它经常出现在计算机科学和工程等领

域，如有限元分析［1］、计算力学（流体、结构和流

体结构的相互作用）［2⁃6］、计算纳米电子学［7］、计

算机视觉［8］。然而，对于偏微分方程，很难求得

其解析解，于是人们转而求解其数值近似解。通

常通过离散化方法将大型稀疏矩阵化为系数矩阵

的线性方程组来求解。大型稀疏矩阵大多为带宽

较窄的大型带状矩阵。带状矩阵是指一个矩阵中

只有对角线附近的元素可以是非零的，而其他位

置的元素均为零。这种矩阵结构的特点是它拥有

较少的非零元素，因此储存和计算时占用的资源

较少，这使得它在实际问题的求解中具有很大优

势。虽然求解带状矩阵线性方程组所需的储存和

计算量相比一般的矩阵线性方程组要小，但是在

解带状矩阵线性方程组时，当前主流的直接求解

方法，如LU分解算法［9］和QR分解算法［10］，由于

要处理大量的零元素，效率往往较低。因此，如

何高效快速准确地求解带状矩阵线性方程组是一

个重要的研究课题。

本文主要探究一种新的基于 DS 矩阵分解的

求解大型带状矩阵线性方程组的递归 SPIKE 算

法［11⁃15］的性能。2001 年，基于 DS 矩阵分解的递

归SPIKE算法问世，该算法通过对系数矩阵的分

块 形 式 进 行 简 化 分 解 来 降 低 计 算 复 杂 度 。

2008年，递归 SPIKE 算法引入随机的 DS 矩阵分

解来增加算法的随机性，从而进一步提高算法的

计算速度。2020 年，Braegan S. Spring 突破了递

归SPIKE算法求解大型带状矩阵线性方程组时系

数矩阵阶数为 2n的限制，使其能够求解更为一般

的大型带状矩阵线性方程组［11］。本文首次将递归

SPIKE算法运用于具体的数值算例，并与当前主

流的直接算法LU分解算法和QR分解算法进行比

较，以此来检验基于 DS 矩阵分解的递归 SPIKE
算法的优越性，即递归 SPIKE 算法相比 LU 分解

和QR分解在求解的准确性和速度上的优越性能。

本文研究可以为国产化服务器的高性能计算提供

更优的求解大型带状线性系统的工具。

1　递归SPIKE算法

递归 SPIKE 算法最早可以追溯到 20 世纪

70年代，其首先应用于求解三对角矩阵线性方程

组，后来扩展到处理带状矩阵线性方程组。一般

带状矩阵可以经过一定的分块看成块状三对角矩

阵，因此，递归SPIKE算法可以被看作一种求解

块状三对角矩阵的区域分解算法。递归SPIKE算

法的核心思想与传统的LU分解算法的思想不同，

引入了一种新的 DS 分解算法，通过这样的矩阵

分解方式，能够有效降低计算的复杂度。

1. 1　系数矩阵的分块

求 解 Ax= b， 其 中 矩 阵 A 是 一 个 n=
2m (m∈N+ )阶的带状矩阵。一些带宽较窄的n阶带

状矩阵都可以划分为块状三对角矩阵。假定划分对

角线上对角块的数量为 p，那么每个带状对角块

A j ( j= 1,⋯,p )的阶数为nj（或者大致为n/p）。对于

已 经 划 定 好 的 分 区 ， B j ( j= 1,⋯,p- 1) 和

C j ( j= 2,⋯,p )是与对角线上对角块相耦合的次对

角线上的块状矩阵，具体为
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式 中 ： B j 和 C j 的 阶 数 均 为 nj × k， k=
矩阵的带宽数 - 1

2 ，且矩阵B j和C j包含着大量的零

元素，具体为
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式中：B̄ j和 C̄ j是 k阶矩阵。

1. 2　系数矩阵的DS分解

基于以上的分块形式，接下来我们将对系数

矩阵 进行DS分解，且具体分解形式为
A=DS=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úD1

D2

⋱
Dp

 

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
I1 V1

W2 I2 ⋱
⋱ ⋱ Vp- 1

Wp Ip

，
（3）
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式中： I j 表示一个矩阵阶数为 nj 的单位矩阵且

D j ≡A j，而V j和W j的非零元素所在的列形成了大

小为nj × k（又称尖峰）的高而窄的子矩阵。由上述

DS分解的矩阵乘法可以得到V j和W j的表达式

V j =( A j )-1B j， W j =( A j )-1C j。
V j和W j可以通过求解矩阵方程（4）得到。

A j[V j W j ]=
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1. 3　简化系数矩阵方程组的提取

复杂矩阵线性方程组的求解经过前面的分解

后缩减到两个步骤，即DG= b和Sx=G。
求解DG= b中的线性方程组所得向量G将

作为求解 Sx=G的线性方程组的右端向量。在

求解DG= b的线性方程组时，利用矩阵D的特

殊对角块形式，将线性方程组DG= b化为 p个阶

数较小的系数矩阵线性方程组来求解，这将在很

大程度上降低计算的复杂度。如果将 DS 分解阶

段和简化线性方程组求解阶段分离，则求解

DG= b的过程可以与分解过程中的尖峰矩阵V j

和W j的生成相结合。

将求解线性方程组 Sx=G进一步化简为求

解一个系数矩阵阶数更小的线性方程组

Ŝx̂= Ĝ， （5）

式中：Ŝ由矩阵S每个分块的正上方和正下方的 k
行组成。实际上，尖峰矩阵 V j 和W j 也可以划

分为
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式中：V ( t )
j 、V 'j、V (b )

j 和W ( t )
j 、W 'j、W (b )

j 是V j和

W j的顶部 k行、中间nj - 2k和底部 k行。这里，

V (b )
j = [0 Ik ]V j， W ( t )

j = [ Ik 0 ]W j，

和        V ( t )
j = [ Ik 0 ]V j， W (b )

j = [0 Ik ]W j，

类似地，如果 x j和G j是列向量 x和G的第 j
个分区，有
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从 Sx=G中提取出简化的线性方程组（5），
该线性方程组仅包含V j、W j、x j和G j顶部和底部

k行。这个简化的线性方程组的系数矩阵 Ŝ包含

p- 1个对角线对角块，其第 i个对角块表示为

é
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i

W ( t )
i+ 1 Ik

， （8）

相应的次对角块表示为

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúW (b )

i 0
0 0  ， é

ë
êêêê

ù
û
úúúú0 0

0 V ( t )
i+ 1

， （9）

该缩减线性方程组中的解向量块和右端向量

块表示为

é
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x ( t )
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 ， é
ë
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û
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i
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。 （10）

如果已经求解出缩减线性方程组（5），得到

原线性方程组的部分解，就可以快速检索获得原

线性方程组的全局解，具体求解方程为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x '1 =G '1 -V '1 x( t )
2 ,

x 'j =G 'j -V 'j x( t )
j+ 1 -W 'j x (b )

j- 1, j= 2,⋯,p- 1,
x 'p =G 'p -W 'p x( )b

p- 1。
（11）

1. 4　简化系数矩阵方程组的求解

并行求解简化系数矩阵方程组（5）的一种自

然方法是Krylov子空间迭代法［16］。然而对于系数

矩阵为非对角占优矩阵的线性方程组，该处理方

法对大量的分块矩阵无效。因此，为了实现较小

的相对残差，需要进行大量的外部迭代，这反过

来又会导致计算复杂度的增加。此外，如果简化

的线性方程组的系数矩阵阶数较大，那么这种方

案可能因内存限制而无法实现。为此，一种新的

求解简化线性方程组的直接递归方法被提出，这

种递归方案涉及SPIKE算法的连续迭代，能够有

效降低算法的计算复杂度。

如果简化线性方程组（5）的系数矩阵只有两

个分块，即 p= 2，那么，只由一个对角块组成的

系数矩阵简化线性方程组就可以直接求解，其线

性方程组表示为

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúIk V (b )

1

W ( t )
2 Ik

é
ë
êêêê ù

û
úúúúx (b )

1

x ( t )
2

= é
ë
êêêê ù

û
úúúúG (b )

1

G ( t )
2

。 （12）

具体求解步骤：首先计算E= Ik -W ( t )
2 V (b )

1 ，

然后通过Ex ( t )
2 =G ( t )

2 -W ( )t
2 G ( )b

1 来获取 x ( t )
2 ，最后

计算x (b )
1 =G (b )

1 -V ( )b
1 x ( )t

2 。

x1 和 x2 其余部分的解可以通过式（11）来

获得。

下面讨论系数矩阵的多分块情况，假设分块

数量 p= 2d，经过分解后形成 SPIKE 矩阵 S，新
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缩减线性方程组的分区数为 2 的倍数，并且可以

利用另一个级别的SPIKE算法。这个过程被递归

地重复执行，直到最新的矩阵 S只有两个分区，

由此得到的简化线性方程组的形式如式（12）。
在实际应用中，递归方案与整体矩阵S无关，

而是与简化线性方程组（5）中的系数矩阵 Ŝ有关。

这样能够简化执行 SPIKE 算法，减少内存占有

量，同时保存所有不同的级别的尖峰矩阵（V j和

W j）。值得注意的是，在简化线性方程组（5）中，

系数矩阵 Ŝ是块状三对角矩阵，对角块由式（8）给
出，次对角块由式（9）给出。

如果将矩阵S中的第一个分区和最后一个分

区的顶部 k行和底部 k行提取到简化线性方程组系

数矩阵 Ŝ中，那么，矩阵 Ŝ的阶数为 2kp，而不是

2k ( p- 1)，并且阶数为 2kp的矩阵 Ŝ的结构仍然

保持块状三对角的形式。在这种情况下，每个对

角线上的对角块都是阶数为 2k的单位矩阵，与第

i个对角块相关联的次对角块为

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0 W ( t )

i

0 W (b )
i

 ( i= 2，⋯，p ) ， 

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúV ( t )

i 0
V (b )

i 0  (i= 1，⋯，p- 1)。 （13）

将V [ 1 ]
i 和W [ 1 ]

i 作为执行第一次递归的简化线

性方程组的尖峰矩阵，其中，
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。 （14）

当 p= 4 时，新的简化线性方程组的系数矩

阵 S͂1表示为

S͂1 =
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。 （15）

在进行SPIKE算法的第二次递归时，先将 S͂1进

行分块，每个分块的大小为4k，一共有 p/2个对角

块。然后对矩阵 S͂1进行DS分解

S͂1 =D1 S͂2， （16）

式中：D1由矩阵 S͂1的对角线上对角块组成，每个

块的阶数为 4k。因此， S͂2 是由尖峰矩阵V [ 2 ]
i 和

W [ 2 ]
i 组成。当 p= 4时，这些矩阵表示为

D1 =
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和              S͂2 = é
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2 I4k

。
总的来说，在第 j次递归的过程中，尖峰矩阵

V [ j ]
i 和W [ j ]

i （i=1~p/2j）的阶数为2j k× k。因此，如

果原始矩阵的分区数为 p= 2d，则需要进行递归操

作的次数为d- 1，且矩阵 S͂1的分解形式为

S͂1 =D1D2⋯Dd- 1 S͂d， （17）

式中：矩阵 S͂d仅含有两个尖峰矩阵V [ d ]
1 和W [ d ]

2 。

简化的线性矩阵方程组可以写成

S͂d x͂=B， （18）

式中：B为修正的右端向量，具体表示为

B=D-1
d- 1⋯D-1

2 D-1
1 G͂。

如果假设矩阵 S͂ j 的尖峰块状矩阵 V [ j ]
i 和

W [ j ]
i  （∀i），在给定 j的情况下，可以计算第 j+ 1

次递归的尖峰矩阵V [ j+ 1 ]
i 和W [ j+ 1 ]

i 。第 j次递归的

尖峰矩阵的顶部和底部 k行分别表示为

V [ j ](b )
i' = [ ]0 Ik V [ j ]

i  , (19)
W [ j ]( t )

i' = [ ]Ik 0 W [ j ]
i 。 (20)

第 j+ 1 次递归的尖峰矩阵的中间 2k行可表

示为
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úú
úẆ [ j+ 1 ]

i

Ẅ [ j+ 1 ]
i

= [ ]0 I2k 0 W [ j+ 1 ]
i ， （22）

则可以形成简化的矩阵方程

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúIk V [ j ](b )

2i- 1

W [ j ]( t )
2i Ik

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úV̇ [ j+ 1 ]

k

V̈ [ j+ 1 ]
k

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0

V [ j ]( t )
2i

 ， 

i= 1，2，⋯，
p

2i- 1 - 1

和        é
ë
êêêê

ù
û
úúúúIk V [ j ](b )

2i- 1

W [ j ]( t )
2i Ik

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úẆ [ j+ 1 ]

i

Ẅ [ j+ 1 ]
i

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúW [ j ](b )

2i- 1

0  ， 

i= 2，3，⋯，
p

2i- 1。
与线性方程组式（12）类似，可以利用求解

式（12）的方法来获得 j+ 1次递归的尖峰矩阵的中

间 2k行。然后检索获得第 i+ 1 次递归的全部尖

峰矩阵

[ ]I2j k 0 V [ j+ 1 ]
i =-V [ j ]

2i- 1V̈ [ j+ 1 ]
i  ， 

[ ]0 I2j k V
[ j+ 1 ]
i =V [ j ]

2i -W [ j ]
2i V̇ [ j+ 1 ]

i ，

以及

[ I2j k 0 ]W [ j+ 1 ]
i =W [ j ]

2i- 1 -V [ j ]
2i- 1Ẅ [ j+ 1 ]

i  ， 
[0 I2j k ]W [ j+ 1 ]

i =-W [ ]j
2i Ẇ [ ]i+ 1

i 。
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接着，通过求解式（12）的方法来求解式（18）
的解向量 x͂。最后，通过式（11）检索获得整个解

向量x。

2　数值实验

对两组带宽相同阶数不同的带状矩阵线性方程

组进行数值实验，以证明递归SPIKE算法不仅能够

得到预期的结果，而且相比传统的LU分解算法和

QR分解算法，能够在求解速度上更具优越性。

数 值 实 验 环 境 配 置 ： 设 备 为 LAPTOP-
R6HU69BR； 处 理 器 为 AMD Ryzen 7 6800H 
with Radeon Graphics，3. 20 GHz；机带 RAM 为

16. 0 GB；系统为基于 x64 处理器的 64 位操作系

统；平台为matlab R2022a。
LU分解算法和QR分解算法使用matlab内置

函数来求解，以便将递归SPIKE算法与最优化的

LU分解算法和QR分解算法进行比较。

例 1［17］  带宽为 3 的带状矩阵线性方程组，对

应系数矩阵和右端向量分别为

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
4 2
1 4 1

⋱ ⋱ ⋱
1 4 1

2 4 n× n

，  b=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú
6
6

⋮
6
6 n× 1

。

利用递归SPIKE算法、LU分解算法和QR分

解 算 法 分 别 求 解 系 数 矩 阵 阶 数 n=
4 096 ,8 192 ,16 384时的带状矩阵线性方程组，且

3种算法都能求得准确的结果x=(1,1,⋯,1)T
1 × n。

3种算法求解运行的时间如表 1 所示。

例 2  带宽为 5的带状矩阵线性方程组，对应

系数矩阵和右端向量分别为

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú35 5 1
5 ⋱ ⋱ ⋱
1 ⋱ ⋱ ⋱ 1

⋱ ⋱ ⋱ 5
1 5 35 n× n

， b=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú41
46
47
⋮
47
46
41 n× 1

。

利用递归 SPIKE 算法、LU 分解算法和 QR
分 解 算 法 分 别 求 解 系 数 矩 阵 阶 数 n=
4 096，8 192，16 384 时的带状矩阵线性方程组，

且 3 种 算 法 都 能 求 得 准 确 的 结 果 x=
(1，1，⋯，1 )T

1 × n。3 种算法求解运行的时间如

表 2 所示。

从上面两组实验的结果可以看出，对带宽分

别为 3和 5，矩阵阶数为 4 096的带状矩阵线性方

程组求解时，递归 SPIKE 算法的求解速度相比

LU分解算法并没有很大优势，但是明显优于QR
分解算法。当带状矩阵阶数变大时，即矩阵阶数

为 8 192 和 16 384 时，SPIKE 算法的求解速度远

快于LU分解算法和QR分解算法。因此，对于求

解实际工程问题中经常碰到的大型带状矩阵线性

方程组，递归 SPIKE 算法优于传统的 LU 分解算

法和QR分解算法。

3　结束语

与传统的矩阵分解方式不同，本文提出的递

归 SPIKE 算法是一种基于新的 DS 矩阵分解方式

的算法，该算法通过提取规模更小的简化线性方

程组来进行求解，降低了算法的计算复杂度。数

值实验结果表明，对于大型带状矩阵线性方程组

的求解，递归SPIKE算法不仅能够取得良好的结

果，而且求解速度更快。在后续工作中，将在

SPIKE的处理细节方面进行进一步优化，以期得

到更好的效果。

表 1　3种算法求解带宽为3且矩阵阶数不同的带状矩阵线性方程

组的求解时间比较

Tab. 1　Comparison of solution times of three algorithms for 
banded matrix linear equations with bandwidth of 3 and different 

matrix orders

矩阵阶数

4 096
8 192

16 384

求解时间 t/s

LU分解算法

0.474 6
3.834 8

18.227 3

QR分解算法

2.099 9
12.427 9
91.822 8

SPIKE算法

0.453 5
1.365 7
7.929 2

表 2　3种算法求解带宽为5且矩阵阶数不同的带状矩阵线性方程

组的求解时间比较

Tab. 2　Comparison of solution times of three algorithms for 
banded matrix linear equations with bandwidth of 5 and different 

matrix orders

矩阵阶数

4 096
8 192

16 384

求解时间 t/s

LU分解算法

0.331 9
2.613 1

17.968 5

QR分解算法

1.320 7
11.283 1
89.124 5

SPIKE算法

0.384 1
1.413 0
7.138 0
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