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考虑社会行为影响的离散传染病模型的建立及分析
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摘 要：在突发传染病大流行期间， 如何在社会成本损失较小的前提下有效控制疾病传播， 是政府和公共卫

生决策者面临的重大挑战。本文通过引入具有信息延迟的效用函数， 刻画了感染的预期成本和风险等社会

行为， 建立了接触率受社会行为影响的离散传染病模型并对其进行了动力学性态分析。通过计算得到信息

没有延迟时疾病的基本再生数， 给出无病平衡点及正平衡点的存在性条件。通过构造Lyapunov函数的方法

证明了无病平衡点是全局渐近稳定的， 并利用 Jury判据证明正平衡点是局部渐近稳定的。进一步对在不同

时间延迟下的系统的性态进行了数值模拟， 发现时间延迟可能导致系统发生复杂的动力学行为， 包括从单调

稳定到振荡稳定以及引发周期性流行病， 甚至在相当长的一段时间内出现多个峰值和激增， 这意味着时间延

迟会导致系统性态不确定。
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small social cost losses， is a major challenge for governments and public health decision-makers.  In this paper， 
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which means that time delay may lead to uncertainty of behaviors for the system.
Key words： time delay； discrete model； social behavior； utility function； stability

0　引　言

在传染病尤其是突发传染病爆发初期， 由于疾

病新发且传染性强， 没有有效的药物和治疗方法， 
感染人数会急剧增加。随着信息化的迅速发展， 人
们通过媒体等方式对疾病有一定了解后， 会选择一

些措施去规避风险， 感染人数就会逐渐减少。

传染病的流行会引发人们行为的改变， 行为

的改变反过来又会影响传染病的传播， 其相互作

用如图 1 所示。行为的改变 （如保持社交距离、 
减少出行以及取消聚集性活动等）一方面可以降

低疾病的传播， 使许多人免于染病， 并使疾病的

基本再生数减小； 另一方面， 如果这些行为改变

持续时间长， 虽然传染病得到很好的控制， 但可

能会造成经济发展的降速或失业率的增加， 甚至

出现社会不稳定因素［1-2］。因此， 如何在控制疾病

传播和社会成本之间找到平衡是值得考虑的

问题。

在传染病流行期间， 个体的行为会随着人们感

知到的风险而发生变化， 研究者们越来越关注行为

变化在传染病预测和控制中所起的作用， 并开展了

大量相关研究。Arthur等［3］和Naidoo等［4］通过埃博

拉、 艾滋病等例子， 强调了将行为变化纳入传染病

模型的重要性。Smith等［5］和Brown等［6］在一般传染

病模型中纳入了保持社会距离等干预措施（实施干

预措施会使人群接触率减小）。Fenichel等［7］建立了

一个考虑发生率为 cβSI N的传染病模型， 其中 c是

一个与染病者 I有关的接触函数， 结果表明， 公共卫

生措施的成本可能超过疾病本身带来的经济负担。

此外， Panicker等［8］不仅讨论了非药物策略（如保持

社交距离、 戴口罩）对传染病系统动力学的影响， 还
特别关注了时间延迟对实施这些策略的影响， 发现

时间延迟可能会加剧传染病的流行， 并使系统出现

振荡现象。时间延迟是由于在流行病爆发初期， 人
们对传染病信息的获取、 对病毒的识别以及采取行

为进行改变是需要时间的， 这会对传染病的传播产

生显著影响。因此， 时间延迟也是研究疾病传播需

要考虑的一个重要因素。

本文建立了受社会行为影响的离散传染病模型， 
通过寻找一个最优接触率 c*来实现在控制疾病传播

的同时使成本损失最小。为此， 定义了一个反应接

触率对疾病控制和预期成本影响的效用函数U ( c )。
传染病发生时采取防控措施会导致两方面的影响： 
1） 增加政府或医疗机构的成本和个人经济负担， 显
然预期成本与接触率 c和感染者数量 I成正比， 用函

数h ( c，I )表示； 2） 面对高传染性的突发疾病， 人们

会感知风险并主动采取措施， 如减少流动或聚集， 
可能导致社会经济发展受阻， 这种经济影响可以通

过一个风险厌恶型效用函数g ( c )（凹函数）来量化［9］。

结合这两方面的考虑， 可取目标函数为U ( c )=
h ( c，I ) +g ( c )。另外， 疾病发生时不进行行为改变， 
政府和医疗机构也会有一定的医疗成本， 记为 α0， 
这样， 目标函数U ( c )可改写为

U ( c )= α0 + h ( c，I )+ g ( c )。
通过求解 dU dc= 0 得到最优接触率 c*。因

此， 可将易感者 S与染病者 I接触时感染的概率 β
表示为 β0（即进行行为改变后， 个体间通过接触被

感染的概率）与 c*的组合， 即
β= β0c*。

2021 年， Ronan 等［10］基于经典的离散 SIS 模

型研究了模型

ì
í
î

St+ 1 = St - βSt It + γIt ，
It+ 1 = It + βSt It - γIt ，

（1）

式中： St、 It分别表示 t时刻易感者和染病者的数

量； γ表示恢复率。为了体现行为的变化， 作者提

出具有延迟的目标函数U ( c ) 中 g ( c )=-α1 ( c-
ĉ )2 是一个凹函数， 是指偏离最大利益的目标接触

率 ĉ的惩罚， h ( c，I )=-α2
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ú1 - ( )1 - It-Δ
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c

是

感染成本与感染率的乘积， 即感染造成的效用损

失， 其中， It-Δ是 t-Δ时刻染病者的数量， 时间延

迟Δ表示信息获取和对信息作出反应的延迟。在

实际情况中， 效用不会无限制地减少。温利民

图 1　传染病-行为相互作用

Fig. 1　The interaction between infectious diseases and behavior
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等［11］对股票投资策略进行研究时， 在线性函数的

基础上结合了指数函数的性质， 给出了凹的混合

型 指 数 效 用 函 数 g ( c )= (1 - e-α1c ) α1 + c0。 文

献［10］与［11］的两个厌恶函数的区别是

lim
c→ 0
g ( c )=-α1 (-ĉ )2 ，

lim
c→ 0
g ( c )= lim

c→ 0
[ (1 - e-α1c ) α1 + c0 ]。

对于突发传染病来说， 人们采取措施（如保持安

全距离、 减少出行等）引起行为改变， 个体间的接触

趋于0时， 显然会存在效用成本， 因此， 本文中的g ( c )
将采用文献［11］的形式， h ( c，I )将采用文献［10］的
形式， 效用函数可表示为

U ( c )=α0+ 1-e-α1c

α1
+c0-

α2
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ú1-( )1- It-Δ

N
β0 )

c

。 （2）

为求得最优接触率并使计算简单， 将式（2）在
c= 0处泰勒展开到二次幂， 则目标函数近似为

U ( c )= α0 + c0 + é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 + α2 ln ( )1 - It-Δ

N
β0 c+

1
2
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-α1 + α2( )ln ( )1 - It-Δ
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2

c2。 （3）

对式（3）两边关于 c求导， 得
dU
dc = 1 + α2 ln ( )1 - It-Δ

N
β0 +

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

-α1 + α2( )ln ( )1 - It-Δ
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c。
求解dU dc= 0可得

c=
1 + α2 ln ( )1 - It-Δ

N
β0

α1 - α2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúln ( )1 - It-Δ

N
β0

2。 （4）

假设人们采取戴口罩、 勤洗手及减少出行等

措施， 就会将染病者数量控制到很小， 因此， 在分

析行为改变后的系统动力学性态时， 为使模型简

化， 在 It-Δ = 0处泰勒展开， 式（4）可写为 c= a-

b
It-Δ

N
 +ο ( I 2

t-Δ )， 其中， a= 1 α1， b= α2 β0 α1。因

此取最优接触率为 c* = a- b
It-Δ

N
， 即 S与 I接触

时感染的概率为β= β0 ( )a- b
It-Δ

N
。

在传染病模型中， 饱和发生率能够更好地描

述传染病传播中的限制因素， 如保持社交距离、 
减少出行等。因此， 本文建立了一个具有时间延

迟的， 考虑行为变化影响且为饱和发生率的离散

传染病模型， 具体为
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St+ 1 = St -
β0 ( )a- b

It-Δ

Nt
St It

1 + αIt
+ γIt ，

It+ 1 = It +
β0 ( )a- b

It-Δ

Nt
St It

1 + αIt
- γIt ，

（5）

式中： α为饱和率常数； Nt = St + It是总人口的数

量， 假设Nt在封闭种群中是固定的， 且短时间内

没有输入输出， 因此， 用N表示恒定的总人口。

1　平衡点的存在性

系统（5）的正向不变可行区域为

D={( St，It ) | St ≥ 0，It ≥ 0，| St + It ≤N }。
1. 1　无病平衡点

将 St =N- It代入系统（5）的第 2 个式子， 化
简得

It+ 1 = 1
1 + αIt

é

ë
ê
êê
êI 2

t ( )α- aβ0 + bβ0

N
It-Δ +

ù
û
úúúúIt (1 + aβ0N- bβ0 It-Δ - γ- αγ ) = f ( It，It-Δ )。

（6）

当没有时间延迟即Δ= 0时， f ( It )是一个 It的

三次多项式，

It+ 1 = bβ0

N
I 3
t -( aβ0 + bβ0 + αγ ) I 2

t +

(1 + aβ0N- γ ) It    = f ( It )， （7）

为分析信息没有延迟时（Δ= 0）的平衡点的

存在性， 令 It+ 1 = It ≜ I， 则式（7）是一个关于 I的
三次方程， 即

f ( I )≜ bβ0

N
I 3 -( aβ0 + bβ0 + αγ ) I 2 +

( aβ0N- γ ) I= 0。 （8）

显然 I= 0是方程（7）的一个解， 即系统（5）有
无病平衡点E0 =(S0，I0 )=(N，0 )。

下面利用下一代生成矩阵［12］的方法来计算出

系统（5）的基本再生数为R0 = aβ0N
γ

。
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1. 2　正平衡点

当 I≠ 0时， 将式（8）化简整理得

f1 ( I )≜ bβ0

N
I 2 -( aβ0 + bβ0 + αγ ) I+

γ (R0 - 1)= 0。 （9）
记 

Δ1 =( aβ0 + bβ0 + αγ )2 - 4 bβ0

N
γ (R0 - 1)，

经验证， 
Δ1 =[( β 2

0 ( a- b )2 + 2αγβ0 ( a+ b )+ α2γ2 )N+
4bβ0γ ] N> 0。

系统（5）正平衡点的存在性问题可以转化为

分析方程（9）正根的存在性问题。下面分两种情

形分别讨论。

情形 1　当R0 ≤ 1时， 方程（9）存在一个正根

I* = ( a+ b ) β0 + αγ+ Δ1

2bβ0
N。

容易判别当R0 ≤ 1时， I* >N， 它不在可行域

D内， 故当R0 ≤ 1时， 系统（5）不存在正平衡点。

情形 2　当R0 > 1时， 方程（9）存在两个正根

I *
1，I *

2。容易验证

0 < I *
1 = ( a+ b ) β0 + αγ- Δ1

2bβ0
N<N，

0 < I *
2 = ( a+ b ) β0 + αγ+ Δ1

2bβ0
N>N。

故系统（5）存在正平衡 E *
1 =(S*

1，I *
1 )=(N-

I *
1，I *

1 )。
综上所述， 有下面的定理：

定理 1　系统（5）始终存在一个无病平衡点E0； 
当R0 ≤ 1时， 系统（5）在可行域D内不存在正平衡点； 
当R0 > 1时， 系统（5）存在一个正平衡点E *

1。

2　平衡点的稳定性

下面首先分析无病平衡点的稳定性［13-14］， 计
算 f ( It )在无病平衡点 I0 = 0处的导数

|

|
|
||
| d

dI f ( It )
|

|
|
||
|

It=I0

=|1+Naβ0-γ |=|1+γ (R0-1) |。
无病平衡点 I0 局部渐近稳定的充要条件为

|

|
|
||
| d

dI f ( It )
|

|
|
||
|

It= I0

< 1 ，通过简单计算得到下面定理：

定理 2　当 R0 < 1 时， 无病平衡点 I0 局部渐

近稳定； 当R0 > 1时， I0不稳定。

定理 3　当R0 < 1时， 无病平衡点 I0全局渐近

稳定。

证明　构造 Lyapunov 函数Vt = It， 对模型求

差分， 得

ΔVt=Vt+1-Vt=It+1-It=
β0 ( a- b

It
N

)St It
1 + αIt

-

γIt ≤[ Naβ0 - γ ] It = γ (R0 - 1) It。
若R0 < 1， ΔVt < 0， 易知当且仅当系统（5）在 I0

处， ΔVt = 0。根据 Krasovkii-LaSalle定理［15］可得， 
无病平衡点 I0是全局渐近稳定的。证毕。

下面分析当 R0 = 1 时 I0 的稳定性情况。当

R0 = 1 时， 
|

|
|
||
| d

dI f ( It )
|

|
|
||
|

It= I0

= 1，故系统（5）在 I0 处可

能发生分岔。先在 β0 = 0 的某个小邻域内分析， 
令 It = xt， 将 It平移至原点， 则式（7）变为

xt+ 1 = bβ0

N
x3
t -( aβ0 + bβ0 + αγ ) x2

t +

(1 + aβ0N- γ ) xt   ， （10）

将式（10）在 ( xt，β0 )=( 0，0 )处泰勒展开得

x→ f ( x，β0 )=(1 - γ ) x+ aNxβ0 - γx2   +
Ο ( | x+ β0 |

3 )，
通过计算发现， f ( x，β0 )在R0 = 1处满足

f ( 0，0 )= 0 ， ∂f∂I ( 0，0 )= 1 ， ∂f
∂β0

( 0，0 )= 0， 

∂2 f
∂I∂β0

( 0，0 )≠ 0  ， ∂
2 f

∂I 2 ( 0，0 )≠ 0。
因此， 当R0 = 1 时， 系统（5）在无病平衡点 I0

处发生跨临界分岔。

接下来分析正平衡点 I *
1 的稳定性， 计算 f ( It )

在正平衡点 I *
1 处的导数

|

|
|
||
| d

dI f ( It )
|

|
|
||
|

It= I *
1

= 1 + αbβ0 I *
1

3

N (1 + αI *
1 )2 +

2bβ0 I *
1

2 -Nβ0 (b+ a+ aαN ) I *
1

N (1 + αI *
1 )2 。

若 正 平 衡 点 局 部 渐 近 稳 定 ， 只 要 满 足
|

|
|
||
| d

dI f ( It )
|

|
|
||
|

It= I *
1

< 1， 即-1 < é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1。

下面分别从 0 < é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1以及-1 <

é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

≤ 0来寻找平衡点稳定的条件。
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1）　0 < é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1的情况。

下 面 分 别 分 析
é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

> 0 及

é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1时需满足的条件。

i）　é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

> 0等价于

G1 ( I *
1 )= αbβ0 I *

1
3 +( 2bβ0 +Nα2 ) I *

1
2 -

[ β0 (bβ0 + aβ0 +N 2aα )- 2Nα ] I *
1 +N> 0。

由 于 平 衡 点 满 足 方 程（9）， 因 此 ， 利 用

f1 ( I *
1 )= 0可得G1 ( I *

1 )= n  1 I *
1 + n2， 其中

n  1 =N  [ Nα ( a2 + b2 )+( a+ b )b ] β 2
0 +

Nα [ 2N ( γ+ 1) ( a+ b )α+ b ( 3γ+ 4 ) ] β0 +
N 2α3γ (γ+ 2)，

n2 =-N 2a [ αN ( a+ b )+ 2b ] β 2
0 -

N [ N 2a ( γ+ 2 )α2 -Nγ ( a+ b )α-
2b (γ+ 1) ] β0 +N 2α2γ (γ+ 2)。

显然， 在 I *
1 =- n2

n1
处， G1 ( I *

1 )= 0， 且G1 ( I *
1 )

关 于 I *
1 单 调 递 增 ， 故 当 I *

1 =
( a+ b ) β0 + αγ- Δ

2bβ0
>- n2

n1
时， G2 ( I *

1 )> 0， 即

é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

> 0。

ii） é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1 等 价 于 G2 ( I *
1 )=

β0 [ αbI *
1

2+2bI *
1 -N (b+ a+Naα ) ]< 0。下面只

需分析G2 ( I *
1 )< 0的条件。很容易判别G2 ( I *

1 )在
[ 0，N ]上关于 I *

1 单调递增， 且G2 (m )= 0， 其中， 

m= -b+ b2 + αbN (b+ a+Naα )
αb

。 显 然 当

I *
1 = ( a+ b ) β0 + αγ- Δ

2bβ0
<m ， 即 2bβ0m>

( a+ b ) β0+αγ- Δ时， G2 ( I *
1 )< 0。

因此， 当-n2

n1
< I *

1 <m时， 0 < é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

< 1。

2）　-1 < é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

≤ 0的情况。

下面分别分析条件
é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

≤ 0 以及

é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

>-1 时需满足的条件。由上面的

分析易知， 当 I *
1 ≤- n2

n1
时， é

ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

≤ 0。 

é
ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

>-1等价于

F1 ( I *
1 )= αbβ0 I *

1
3 + 2(Nα2 + bβ0 ) I *

1
2 -

( aαN 2 β0 + aNβ0 + bNβ0 - 4Nα ) I *
1 + 2N> 0，

利用上面的分析方法F1 ( I *
1 )= n1 1 I *

1 + n22， 其
中， 

n  11 =N (Na2α+Nαb2 + ab+ b2 ) β 2
0 +

Nα [ 2N ( γ+ 1)( a+ b )α+ b( 3γ+ 4 ) ] β0 +
N 2α3 ( γ+ 2 )γ，

n22 =-N 2a ( aαN+ αbN+ 2b ) β 2
0 +

N [-N 2a ( γ+ 2 )α2 +Nγ ( a+ b )α+
2b( γ+ 1) ] β0 +N 2α2γ ( γ+ 2 )。

在 I *
1 =- n22

n11
处， F1 ( I *

1 )= 0， 且 F1 ( I *
1 ) 关于

I *
1 单调递增， 故当

I *
1 = ( a+ b ) β0 + αγ- Δ1

2β0
>- n22

n11
时，

F1 ( I *
1 )> 0， 即 é

ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

>-1。下面利

用Maple软件， 经过计算可以判断 I *
1 恒大于-n22

n11
。

因此， 当 I *
1 ≤- n2

n1
时， -1 < é

ë
êêêê

d
dI f ( It )ù

û
úúúú
It= I *

1

≤

0。
综合以上分析， 有下面的定理：

定 理 4　 当 R0 > 1 时 ， 若 2bβ0m>( a+
b ) β0 +αγ- Δ1 ， 系统（5）的正平衡点 I *

1 是局部

渐近稳定的； 若 2bβ0m<( a+ b ) β0 + αγ- Δ1 ， 
正平衡点 I *

1 不稳定。

3　数值模拟

本节将通过数值模拟分析时间延迟Δ（如信息获

取和行为反应的延迟）对系统性态的影响。依据文

献［10］参数的选择， 固定N= 10 000， β0 = 0. 05， 
b= 0. 1， α= 0. 375， a= 0. 001 5， 分别模拟 Δ=
0，1，2，3，4，5 时， 系统（6）的性态变化情况。由

529



2025 年第 4 期中 北 大 学 学 报（自然科学版）

图 2（a） 可以看出： 当Δ= 0时， 随着时间的增加， 染
病者 I单调趋于正平衡点 I *

1； 当Δ= 1和Δ= 2时， 系
统（6）会振荡收敛到地方病平衡点 I *

1（见图 2（b） 和
图 2（c））； 当Δ= 3时， 系统（6）的轨线围绕正平衡点

周期性振荡， 如图 2（d） 所示； 当Δ= 4及Δ= 5时， 
如图 2（d） 和图 2（e）， 系统（6）失去稳定， 染病者数

量在某个时刻急剧下降， 变为负值， 系统性态崩塌

（见图 2（e） 和图 2（f））。

为了全面分析时间延迟对传染病传播的影响， 
本文将所提出的模型与文献［10］中的模型进行了对

比。尽管两种模型都考虑了社会行为的影响并引入

了时间延迟， 但在模型结构上存在显著差异。首先， 
本文模型采用了混合指数型损失厌恶函数， 这一函

数设计能够更加准确地反映人们在面对传染病时的

风险感知以及相应的行为决策。特别是在感染风险

较高的情况下， 该函数能够有效捕捉人们采取预防

措施的行为， 从而更有效地控制感染人数的增长。

相比之下， 文献［10］中的模型采用了线性效用函数， 
其对感染人数变化的描述相对平缓。其次， 随着时

间延迟的增加， 本文模型展现出了更为稳定的动力

学行为， 而文献［10］的模型则更容易出现振荡和周

期性流行现象， 本文在时间延迟Δ= 3时发生振荡， 
文献［10］在Δ= 2时发生振荡。这一特性使得本文

模型在面对复杂多变的疫情发展时能够提供更为可

靠的预测和决策支持。

4　结　论

本文通过时间延迟的效用函数得到平衡预期成

本和感染风险的最优接触率， 进而建立了具有最优

接触率的离散传染病模型。通过分析模型动力学性

态， 给出了系统无病平衡点和正平衡点的存在和稳

定的条件。利用Lyapunov函数的方法证明， 当R0 < 1
时， 无病平衡点是全局渐近稳定的； 利用 Jury判据

得到， 当R0 > 1时， 在正平衡点局部渐近稳定的条

件。通过数值模拟发现， 时间延迟由小变大时， 系
统性态出现了从单调稳定到振荡稳定以及出现周期

解的变化， 甚至存在峰值和激增， 增加了系统性态

的复杂性。因此， 在传染病流行期间， 政府和公共

卫生部门应及时准确发布疫情信息， 避免由于信息

获取不及时等增加疾病传播的复杂性。政府还应该

考虑在传染病爆发早期， 严格实施防控措施， 提供

明确的行动指南， 以确保人们能够快速采取有效防

护措施。

（a） Δ= 0

（d） Δ= 3

（b） Δ= 1

（e） Δ= 4

（c） Δ= 2

（f） Δ= 5
图 2　时间延迟从Δ= 0到Δ= 5的感染者数量随时间的变化

Fig. 2　Time delay graph of the number of the infected individuals over time from Δ= 0 to Δ= 5
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在传染病爆发期间， 信息延迟对防控措施的

实施非常重要。进一步可以考虑多群体模型， 如
不同年龄段、 职业等群体间的差异； 还可以引入

动态政策干预以及多政策组合， 如防控措施随时

间的变化。
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