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摘 要：Lagrange乘子法和罚函数法是无网格方法施加边界条件常用的两种方法， 为了比较两种方法的优

缺点， 本文研究了三维 Helmholtz方程的杂交无单元 Galerkin（Hybrid Element-Free Galerkin， HEFG）方法。

引入维数分裂法将控制方程分裂为若干个二维问题， 对于每个二维问题， 分别采用Lagrange乘子法和罚函

数法施加边界条件， 建立等价的泛函， 并推导相应的积分弱形式。引入改进的移动最小二乘法建立形函数， 
进而推导二维问题的离散方程。在维数分裂方向采用有限差分法将这些二维离散方程进行耦合， 得到原三

维 Helmholtz 方程的离散求解方程。数值算例中对数值解的精度和时间进行对比， 分析了两种方法施加

Dirichlet边界条件的优缺点， 得出采用罚函数法施加边界条件较好的结论。
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Abstract： The Lagrange multiplier method and the penalty method are the common methods when apply⁃
ing essential boundary conditions in meshless method.  In order to compare the advantage and the disadvan⁃
tage of two methods， the hybrid element-free Galerkin （HEFG） method was presented for analyzing 3D 
Helmholtz equation.  By introducing the dimensional split method， the governing equation could be split 
into a few 2D forms， for every 2D problem， the Lagrange multiplier method and the penalty method were 
used to apply the boundary conditions， and the equivalent functional could be established， thus the corre⁃
sponding integral weak forms could be derived.  By introducing the improved moving least squares 
（IMLS） approximation to establish shape functions， the discrete equation of 2D forms could be obtained.  
In dimensional split direction， the finite difference method was selected to couple these 2D equations， thus 
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the final discrete equation of 3D Helmholtz equation was obtained.  In numerical examples， by comparing 
the computational accuracy and computational time of numerical results， the advantages and disadvantages 
of two methods for applying boundary conditions were analyzed， respectively.  It is shown that the penalty 
method is better than the Lagrange multiplier method when applying essential boundary conditions.
Key words： Lagrange multiplier method； penalty method； Helmholtz equation； hybrid element-free Galerkin 

method

0　引　言

无网格方法［1］基于点的近似构造逼近函数， 
是继有限元之后一种重要的数值方法， 在解决力

学领域复杂的非线性大变形问题时不会出现有限

元所伴随的网格畸变的麻烦。如今， 许多研究者

对无网格方法产生了浓厚的兴趣。无单元 Galer⁃
kin（简称EFG）方法［2］是目前无网格方法研究和应

用中最常见的一种方法， 建立逼近函数时采用移

动最小二乘法［3］（简称 MLS）， 此后学者们对该逼

近函数进行了一系列改进， 研究了改进的移动最

小二乘法［4］（简称 IMLS）、 插值型以及复变量移动

最小二乘法［5-6］等。另外， 采用这些方法构造逼近

函数， 建立了改进的无单元 Galerkin（简称 IEFG）

方法［7-8］、 插值型以及复变量EFG方法［6，9］。

采用传统的 EFG 方法和 IEFG 方法对三维问

题求解时计算速度较慢， 其主要原因是不同点的

形函数及其导数不同， 对于三维问题来说， 每个

点的影响域内的高斯点要比二维问题多得多， 因
此每个高斯点都需要计算形函数和导数， 在形函

数的计算过程中又涉及到矩阵求逆及多个矩阵的

相乘， 远比有限元法复杂。因此， 如何提高三维

问题无网格方法的计算效率是目前无网格方法需

要解决的问题之一。为了解决该问题， 程珩

等［10-11］将有限差分法和改进的复变量EFG方法相

结合， 提出了维数分裂复变量 EFG 方法， 在计算

精度近似的前提下， 新方法可以大幅度提高 EFG
和 IEFG 方法求解三维问题的计算速度。孟智娟

等［12-13］提出了维数分裂EFG方法和插值型维数分

裂EFG方法； 彭飘飘［14］建立了维数分裂重构核粒

子法； 王诗涵［15］提出了维数分裂插值型 EFG 方

法。这些方法的研究成果说明了维数分裂法是提

高无网格方法求解三维问题计算效率的有效

途径。

传统的 EFG 方法、 IEFG 方法、 复变量 EFG
方法和重构核粒子法， 其形函数都不具有插值特

性， 目前边界条件的施加最常用的是 Lagrange 乘

子法和罚函数法。程珩等［16］将有限差分法和

IEFG 方法结合， 研究了三维 Helmholtz 方程的

HEFG 方法， 该研究选择了 Lagrange 乘子法而并

未采用罚函数法施加边界条件。

通过对 HEFG 方法的研究发现， 边界条件的

施加对公式推导和程序编写影响比较大。因此很

有必要将两种方法进行对比研究， 本文以三维

Helmholtz 方程的杂交无单元 Galerkin 方法为例， 
采用维数分裂法将三维 Helmholtz 方程分裂为若

干个二维形式， 分别采用 Lagrange 乘子法和罚函

数法对二维问题施加边界条件， 引入改进的移动

最小二乘法建立形函数， 推导二维问题的离散方

程， 第三个方向采用有限差分法对二维离散方程

进行耦合， 得到三维Helmholtz方程的离散求解方

程。通过数值算例分析了两种方法施加边界条件

时数值解的精度和速度， 并分析各自的优势和不

足， 从而为 HEFG 方法解决科学和工程领域中的

三维问题提供参考。

1　改进的移动最小二乘法

对于任一点x， 其逼近函数可以表示为

uh ( x )=∑
I= 1

n

Φ̑IuI = Φ̑u， （x∈ Ω）， （1）

其中

uT =( u1，u2，⋯，un )。 （2）

形函数

Φ̑= pT ( x )AB=( Φ̑1，Φ̑2，⋯，Φ̑n )， （3）

式中： pT ( x )为基函数向量。
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B ( x )=PTW ( x )， （5）
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式中： w ( x- xI )为权函数； xI为影响域内覆盖x的
节点。

以上为改进的移动最小二乘法［4］。

2　三维Helmholtz方程的HEFG方法

控制方程为

Δu+ k͂2u= f ( x )， x=( x1，x2，x3 )∈Ω。（8）

边界条件为

u= ū ( x )， x∈Γu， （9）

q ( x )= u，1n1 + u，2n2 + u，3n3 = q̄ ( x )，
x∈Γq， （10）

式中： ū和 q̄是已知的； f ( x )为给定的函数； k͂2 为

波数； ni为xi方向边界Γ上的外法线， Γ=Γu ∪Γq

且Γu ∩Γq = ∅。

为了采用 HEFG 方法对该问题进行求解， 需
要将式（8）转化为二维形式

∂2u( k )

∂x2
1

+ ∂2u( k )

∂x2
2

= f ( k ) - k͂2u( k ) - ∂2u( k )

∂x2
3
，

( x1，x2 )∈Ω ( k )， x3 = x( k )
3 。 （11）

将原三维问题求解域Ω分裂为若干个二维区

域， Ω ( k )表示Ω的 k层区域。

Ω= ∪
k= 1

L

{ }Ω ( k- 1) ×[ x( k- 1)
3 ，x( k )

3 ) ∪Ω (L )，（12）

u( k ) = u ( x1，x2，x( k )
3 )， （13）

f ( k ) = f ( x1，x2，x( k )
3 )。 （14）

每个二维区域边界条件为

u( k ) = ū( k ) = ū ( x1，x2，x( k )
3 )，

( x1，x2 )∈Γ ( k )
u ， （15）

q( k ) = q̄( k ) = q̄ ( x1，x2，x( k )
3 )，

( x1，x2 )∈Γ ( k )
q ， （16）

式中： Γ ( k )
q 和 Γ ( k )

u 分别为自然边界和本质边界； 
Γ ( k ) =Γ ( k )

u ∪Γ ( k )
q 且Γ ( k )

u ∩Γ ( k )
q = ∅。

采用Lagrange乘子法施加边界条件时所形成

的HEFG方法的公式推导参见文献［16］。

采用罚函数法施加边界条件， 得到二维形式

的等价泛函为

Π * =∫
Ω ( k )
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q

uq̄dΓ ( k ) + α
2 ∫

Γ ( k )
u

( u- ū )( u- ū ) dΓ ( k )，（17）

式中： α为罚因子。

令

δΠ * = 0， （18）

可以得到积分弱形式为

∫
Ω ( k )
δu ⋅ k͂2udΩ ( k ) +∫

Ω ( k )
δu ⋅ ∂2u

∂x2
3

dΩ ( k ) -

∫
Ω ( k )
δ ( Lu )T ⋅( Lu ) dΩ ( k ) -∫

Γ ( k )
q

δu ⋅ q̄dΓ ( k )-∫Ω( k )
δu ⋅

fdΩ ( k ) + α∫
Γ ( k )
u

δu ⋅ udΓ ( k ) - α∫Γ ( k )
u
δu ⋅ ūdΓ ( k ) = 0，

（19）

其中
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在Ω ( k )内选取M个点x ( k )
I ， 则x ( k )

I 的函数值为

uI = u( k ) ( x ( k )
I )= u ( x ( k )

I ，x( k )
3 )。 （21）

由改进的移动最小二乘法可以得知

u ( x ( k )，x( k )
3 )= u( k ) =

∑
I= 1

n

Φ̑I ( x ( k ) )uI = Φ̑ ( x ( k ) )u， （22）

其中， u与式（2）一致， 从而可以得到

∂2u ( x ( k )，x( k )
3 )

∂x2
3

= ∂2

∂x2
3
∑
I= 1

n

Φ̑Iu( k ) =

∑
I= 1

n

Φ̑I
∂2uI
∂x2

3
= Φ̑u"， （23）
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n
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n

B I uI =Bu，，（24）

其中

u″ = ( ∂2u1

∂x2
3
，

∂2u2

∂x2
3
，⋯，

∂2un
∂x2

3 )
T

， （25）

B=( B1，B2，⋯，Bn )， （26）
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B I =
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úΦ̑I，1 ( x ( k ) )

Φ̑I，1 ( x ( k ) )
。 （27）

将式（22）， 式（23）和式（24）代入式（19）可得

Cu″+ K͂u= F͂， （28）

其中

K͂=Kα + k͂2C-K， （29）

F͂=F1 +F2 +Fα， （30）

Kα = α∫
Γ ( k )
u

Φ̑TΦ̑dΓ ( k )， （31）

K=∫
Ω ( k )
BTBdΩ ( k )， （32）

C=∫
Ω ( k )
Φ̑TΦ̑dΩ ( k )， （33）

F1 =∫
Ω ( k )
Φ̑T fdΩ ( k )， （34）

F2 =∫
Γ ( k )
q

Φ̑T q̄dΓ ( k )， （35）

Fα = α∫
Γ ( k )
u

Φ̑T ūdΓ ( k )。 （36）

对于式（28）， 采用有限差分法对 u″进行离

散， 可以得到三维Helmholtz方程的求解方程为

Eû=W， （37）

其中

E= 1
( Δx3 )2
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，（38）

H=( Δx3 )2 K͂- 2C， （39）

W= (( )F͂ (1 ) - Cu( 0 )

( Δx3 )2

T

，F͂ ( 2 )T

，⋯，F͂ (L- 2 )T

，

)( )F͂ (L- 1) - Cu(L )

( Δx3 )2

T T

， （40）

û= (u(1 )T

，u( 2 )T

，⋯，u(L- 1)T )
T。 （41）

以上即为基于罚函数法施加边界条件下的三

维Helmholtz方程的HEFG方法。

3　数值算例

本节采用 HEFG 方法对 3 个数值算例进行求

解。基函数选择线性基函数， 每个积分网格内选

择 4×4个高斯积分点， 问题求解域内布置均匀分

布的节点。相对误差公式为

 u- uh
rel

L2 (Ω )
=

( )∫Ω
( u- uh )2 dΩ

1
2

 u
L2 (Ω )

。 （42）

第1个算例的控制方程为

Δu+ u= sin x2 cos x3 ⋅(12x2
1 - x4

1 )， （43）

问题求解域Ω=[ 0，π ]3， 该算例的解析解为

u= x4
1 sin x2 cos x3。 （44）

该算例的本质边界条件通过解析解可以得

到。采用 HEFG 方法求解， 权函数选择三次样条

函数， 在 x1方向进行分裂， 每个二维区域内节点

数为 15×15， 分裂层数为 15。当采用 Lagrange乘

子法施加边界条件时， dmax取 1. 2， 可以得到较高

的精度， 误差为 0. 225 3%， 计算时间为 4. 66 s。
当采用罚函数法施加边界条件时， dmax取 1. 21， α
取 1. 0×105， 可 以 得 到 较 高 的 精 度 ， 误 差 为

0. 224 2%， 计算时间为 4. 85 s。数值解和解析解

的对比如图 1~图 3 所示。

图 2　算例1中x2方向数值解与解析解的对比
Fig. 2　The comparison of numerical and exact solutions in 

direction x2 for example 1

图 1　算例1中x1方向数值解与解析解的对比

Fig. 1　The comparison of numerical and exact solutions in 
direction x1 for example 1
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由图 1~图 3 可以看出， 两种方法的数值解和

解析解吻合得都很好， 但 Lagrange 乘子法的计算

时间略短。

第2个算例的控制方程为

Δu+ 100u=
( k2 - 3π2 ) sin ( πx2 ) sin ( πx3 ) cos ( πx1 )。（45）

问题求解域 Ω=[ 0，1 ]×[ 0，1 ]×[ 0，1 ]， 边界

条件为

∂u ( 0，x2，x3 )
∂x1

= ∂u (1，x2，x3 )
∂x1

=
u ( x1，0，x3 )= u ( x1，1，x3 )=

u ( x1，x2，0 )= u ( x1，x2，1 )= 0。 （46）
解析解为

u= cos ( πx1 ) sin ( πx2 ) sin ( πx3 )。 （47）

采用HEFG方法求解， 权函数选择三次样条函

数， 在x2或x3方向进行分裂， 每个二维区域内节点

数为19×19， 分裂层数为19。当采用Lagrange乘子

法施加边界条件时， dmax取1. 3， 可以得到较高的精

度， 误差为0. 495 2%， 计算时间为8. 75 s。当采用

罚函数法施加边界条件时， dmax取1. 24， α取1. 5×
105， 可以得到较高的精度， 误差为0. 519 2%， 计算

时间为10. 52 s。数值解和解析解的对比如图 4~图 6 
所示。由图 4~图 6 可以看出， 两种数值解与解析解

吻合得都比较好， 但采用Lagrange乘子法施加边界

条件时的计算时间比罚函数法略短。

第3个算例的控制方程为

Δu- k2u= 0。 （48）

问题求解域和算例2相同， 解析解为

u= e ( c1 x1 + c2 x2 + c3 x3 ). （49）

该算例的本质边界条件通过解析解可以得到。

选择 k=5， c1=3， c2=2. 7。采用HEFG方法求解， 
权函数选择三次样条函数， 在x1方向进行分裂， 每

个二维区域内节点数为15×15， 分裂层数为15。当

采用Lagrange乘子法施加边界条件时， dmax取1. 15， 
可以得到较高的精度， 误差为0. 279 3%， 计算时间

为0. 95 s。当采用罚函数法施加边界条件时， dmax取

1. 21， α取8. 5×102， 可以得到较高的精度， 误差为

0. 051 4%， 计算时间为1. 13 s。

图 3　算例 1中x3方向数值解与解析解的对比
Fig. 3　The comparison of numerical and exact solutions in 

direction x3 for example 1

图 4　算例 2中x1方向数值解与解析解的对比
Fig. 4　The comparison of numerical and exact solutions in 

direction x1 for example 2

图 5　算例 2中x2方向数值解与解析解的对比
Fig. 5　The comparison of numerical and exact solutions in 

direction x2 for example 2

图 6　算例 2中x3方向数值解与解析解的对比
Fig. 6　The comparison of numerical and exact solutions in 

direction x3 for example 2
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数值解和解析解的对比如图 7~图 9 所示。由

图 7~图 9 可以看出， 两种数值解与解析解吻合得都

很好。从本算例分析可以得知， 采用罚函数法施加

边界条件时精度略高， 时间稍慢一些。

4　结　论

从本文公式推导和编程的角度来看， 采用

Lagrange 乘子法施加边界条件， 公式推导较为复

杂， 同时也增加了MATLAB程序编写的复杂性。

从调参数的角度考虑， 节点和积分网格选定后， 
Lagrange乘子法仅需要通过调dmax的大小来获得较

小的相对误差。若采用罚函数法， 需要通过经验不

断尝试调节dmax和α两个参数的大小， 花费时间较多。

从最终数值解的精度和计算效率的角度来

看， 两种方法都可以得到精度较高的数值解， 而
且 精 度 相 差 不 大 ， 都 可 以 满 足 精 度 要 求 。

Lagrange 乘子法的计算效率略占优势， 但两种方

法的计算时间相差并不大。

综上所述， 在杂交无单元 Galerkin 方法的研

究中， 采用罚函数法施加边界条件比较好。主要

原因是公式推导简单， 程序编写容易， 可以满足

精度和效率的使用要求。相比其优势带来的便

利， 通过经验调节dmax和 α两个参数所花费的时间

是次要矛盾。这也是目前采用罚函数法施加边界

条件被广泛应用的重要原因。

由于改进的无单元 Galerkin 方法的形函数不

具有插值性质， 必须借助于其它方法施加边界条

件， 而文献［9］研究的插值型无单元 Galerkin方法

可以直接施加边界条件， 在今后的研究中， 将考

虑采用该方法替代改进的无单元 Galerkin 方法对

三维Helmholtz方程进行求解。
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