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摘 要：Gierer-Meinhardt系统是一类典型的反应扩散系统， 因其优良的动力学特性在生物模式形成领域得

到了广泛研究。目前国内外关于该系统的时空演化研究绝大多数局限于自扩散驱动的不稳定性与图灵斑

图， 而关于交叉扩散驱动的不稳定性研究极少。本文提出了一类具有交叉扩散项的 Gierer-Meinhardt反应扩

散系统， 利用特征多项式的特征值分析和稳定性定理， 对系统唯一正平衡点进行了线性稳定性分析， 确定了

系统发生图灵不稳定的必要条件。通过选取交叉扩散系数作为分岔参数， 进一步揭示了交叉扩散对系统图

灵不稳定性的影响机理。此外， 通过数值模拟方法， 本文探讨了交叉扩散对于系统斑图演化的响应机制。研

究发现： 当自扩散驱动的系统稳定时， 交叉扩散可以诱导Gierer-Meinhardt系统发生图灵不稳定并且生成不

均匀结构图灵斑图； 当自扩散驱动的系统不稳定时， 交叉扩散不仅能够实现Gierer-Meinhardt系统斑图结构

的蜕变， 而且可以改变斑图的演化速度。具体来看， 交叉扩散系数在能够诱导系统发生图灵不稳定的基础

上， 离分岔阈值越远， 系统图灵斑图的空间结构中点状斑图所占的比例越大， 演化速度越快。因此， 交叉扩

散对Gierer-Meinhardt系统的斑图产生、 蜕变及演化速度都起着至关重要的作用。
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Abstract： The Gierer-Meinhardt system is a typical class of reaction-diffusion systems that have been 
extensively studied in the field of biological pattern formation due to its excellent dynamical characteris‐
tics.  Currently， the majority of domestical and international research， on the spatiotemporal evolution of 
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this system is limited to the instability and Turing patterns driven by self-diffusion， while there are  very 
little research on the instability driven by cross-diffusion.  This paper proposed a class of Gierer-Meinhardt 
reaction-diffusion system with cross-diffusion terms.  By utilizing characteristic polynomial eigenvalue 
analysis and stability theorems， a linear stability analysis of the unique positive equilibrium point of the 
Gierer-Meinhardt system was carried out.  The necessary conditions for the occurrence of Turing instabil‐
ity of the Gierer-Meinhardt system were identified.  The cross-diffusion coefficient was selected as the 
bifurcation parameter， which further revealed the influence mechanism of cross-diffusion on Turing instabil‐
ity of the Gierer-Meinhardt system.  In addition， through the numerical simulations， this paper explored 
the response mechanism of cross-diffusion for the evolution of Turing patterns of the Gierer-Meinhardt sys‐
tem.  It is found that when the system driven by self-diffusion is stable， cross-diffusion can induce Turing 
instability in the Gierer-Meinhardt system and generate unevenly structured Turing patterns.  When the 
system driven by self-diffusion is unstable， cross-diffusion can not only achieve the transformation of 
Gierer-Meinhardt system pattern structures but also change the evolution speed of patterns.  Specifically， 
the further the cross-diffusion coefficient is from the bifurcation threshold necessary to induce Turing insta‐
bility， the larger the proportion of point-like patterns in the spatial structure of the system’s Turing pat‐
terns， and the faster the rate of evolution.  Therefore， cross-diffusion plays a crucial role in the genera‐
tion， transformation， and evolution speed of patterns in the Gierer-Meinhardt system.
Key words： cross-diffusion； Gierer-Meinhardt system； Turing patterns； reaction-diffusion equations

0　引　言

扩散现象在现代社会中非常常见， 涉及的领域

也十分广泛。例如金属释能［1］， 种群行为［2］和病毒传

播［3‐4］。这些例子展示了扩散现象在不同领域的普遍

性和重要性。同样， 扩散现象在生物有机体的形成

过程中也发挥了至关重要的作用。1952年， Turing［5］

在其关于化学反应扩散机制的开创性论文中， 通过

反应扩散方程解释了生物表面图案形成的过程， 例
如动物的皮毛纹理和鸟类的羽毛图案。此后， 关于

反应扩散系统的研究在科学界引起了很大的关注。

1972年， Gierer和Meinhardt［6］在图灵理论的基础上

提出了一个基于激活剂和抑制剂的化学反应扩散系

统。Gierer-Meinhardt系统以其丰富的多稳态、 自驱

动、 非线性等动力学特征而闻名， 并被广泛用于研

究和揭示空间模式形成过程中的一些基本现象。

Turing认为， 扩散诱导的不稳定性是时空斑图形成

的主要诱因。扩散可能破坏均匀稳态的稳定性， 从
而导致系统中出现不均匀的空间结构。然而， 由于

扩散驱动的不稳定性， 在受控实验室实验中设计一

个可能产生空间结构的化学系统花了近 40年的时

间［7］。从那时起， 研究人员从实验和理论的角度研

究了 Gierer-Meinhardt 系统以获得空间图案的形

成［8‐16］。Wang等［8］通过选取自扩散系数作为分岔参

数， 研究了Gierer-Meinhardt系统中自扩散对图灵不

稳定性的影响。研究表明， 自扩散能够导致Gierer-
Meinhardt系统的平衡态和稳定态Hopf周期解经历

图灵不稳定。Chen等［12］选取Gierer-Meinhardt系统

反应组分的分解常数作为分岔参数研究了图灵分岔， 
然后利用多尺度法得到图灵分岔临界值处的振幅方

程， 从而推导出产生图灵斑图更具体的参数空间。

值得注意的是， 这些研究只讨论了系统参数和自扩

散项对于Gierer-Meinhardt系统图灵不稳定性的影

响， 并没有考虑交叉扩散的因素。

众所周知， 一种成分的浓度梯度会影响另一

种成分的扩散通量［17‐18］， 我们将这种现象称为交

叉扩散。交叉扩散存在于许多现象之中， 如趋化

性［19‐21］、 漂移扩散［22］和细胞分裂［23］。在离子化学

系统中， 由于静电、 排斥体积和络合效应， 可能会

出现交叉扩散［17］。由于大多数图案的形成本质上

是离子反应， 因此有必要将交叉扩散对反应扩散

系统的影响与所涉及反应物的自扩散一起考虑在

内。目前， 国内外对具有交叉扩散项的 Gierer-
Meinhardt系统的研究正处于起始阶段。Liu 等［24］

证明了交叉扩散能够引起 Gierer-Meinhardt 系统

周期解的图灵不稳定性。但 Liu 等仅在一维平面

研究了交叉扩散对 Gierer-Meinhardt 系统周期解

的影响， 并没有在二维空间中探究交叉扩散如何

影响图灵斑图的演化机制。本文将在二维空间中
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对具有交叉扩散项 Gierer-Meinhardt 系统的斑图

演化机理进行研究， 探索交叉扩散如何影响图灵

斑图的产生、 蜕变及演化速度。

本文的主要创新内容如下：

1） 根据交叉扩散在反应扩散系统中存在的客观

事实， 本文在Gierer-Meinhardt系统中引入交叉扩散

项， 建立具有自扩散项与交叉扩散项的反应扩散系统。

2） 选取交叉扩散系数作为分岔参数， 推导出

交叉扩散驱动系统发生图灵不稳定的临界值。研

究发现， 交叉扩散系数Dvu越大， 系统在平衡点处

越容易发生图灵分岔； 相反， 交叉扩散系数Duv越

小， 系统在平衡点处越容易发生图灵分岔。

3） 通过二维数值模拟对系统图灵不稳定的演

化速度进行了研究。结果表明， 交叉扩散能够显

著改变图灵斑图的演化速度。交叉扩散系数的取

值离分岔阈值点越远， 图灵斑图的演化速度越快。

1　模型构建和计算方法

1. 1　模型构建

Chen等［12］建立了一个具有齐次 Neuman边界

条件的Gierer-Meinhardt系统， 研究了自扩散驱动

的图灵不稳定性与斑图演化机制。但是， 该系统

忽略了交叉扩散的存在。本文引入交叉扩散项， 
建立了如下Gierer-Meinhardt系统
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∂u ( x，y，t )
∂t =DuΔu ( x，y，t )+DuvΔv ( x，y，t )+

                     1 + a
u2 ( x，y，t )
v2 ( x，y，t )

- βu ( x，y，t )，

∂v ( x，y，t )
∂t =DvΔv ( x，y，t )+DvuΔu ( x，y，t )+

                     b u
2 ( x，y，t )
v ( x，y，t )

- v ( x，y，t )，

∂u ( x，y，t )
∂n = ∂v ( x，y，t )

∂n = 0， ( x，y )∈ ∂Ω，

u ( x，y，0 )≥ 0， v ( x，y，0 )≥ 0， ( x，y )∈Ω。
（1）

式中： u ( x，y，t )，v ( x，y，t )分别代表 t时刻激活剂

和抑制剂在空间位置 ( x，y )处的浓度； Du， Dv分别

代表活化剂和抑制剂的自扩散系数； Duv， Dvu分别

代 表 活 化 剂 和 抑 制 剂 的 交 叉 扩 散 系 数 ； 

a
u2 ( x，y，t )
v2 ( x，y，t )

， b u
2 ( x，y，t )
v ( x，y，t )

分别代表激活剂和抑制

剂的来源； β代表激活剂一级动力学， 表示通过酶

降解、 渗漏、 来源再吸收或这些机制的任何组合

去除 u的速率； Ω=[ 0，Lx ]×[ 0，Ly ]表示R2 中的

一个有界域， 其边界为 ∂Ω。n是边界 ∂Ω上的外法

向量， ∂n表示沿方向 n的方向导数算子； Δ =
∂2/∂x2 + ∂2/∂y2表示拉普拉斯算子。在本文中， 假
设Du， Dv， a， b， β是正常数， 且Du较小， Dv较大。

因此， 抑制剂在整个区域的分布几乎相等［6］。

1. 2　图灵不稳定性

不含扩散项的情况下系统（1）退化为
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du
dt = 1 + a

u2

v2 - βu≜ f ( u，v )，

dv
dt = b

u2

v
- v≜ g ( u，v )。

（2）

系 统（2）在 唯 一 正 平 衡 点 E∗ =( u∗，v∗ )=

( a+ b
bβ

， )a+ b

b β
处的雅可比矩阵为

ù

û

ú
úú
ú

J= é

ë

ê
êê
ê fu fv
gu gv

， （3）

式中： fi， gi分别为 f ( u，v )， g ( u，v )在平衡点E∗ 处

对于 i ( i= u，v )的偏导数。具体表达式为

fu = ( a- b ) β
a+ b

，fv =- 2aβ
b ( a+ b )

，

gu = 2 b，gv =-2。 （4）

因此， 系统（2）在E∗处的特征方程为

λ2 +T0λ+D0 = 0， （5）

其中，

T0 = 2 - ( a- b ) β
a+ b

，D0 = 2β> 0。 （6）

为分析系统（2）在平衡点 E∗ 处的稳定性， 
假设

H1 )  a> b， 0 < β< 2( a+ b )
a- b

。

定理 1　若 H1 )成立， 则系统（2）在正平衡点

E∗处局部渐近稳定。

证明　若H1 )成立， 则T0 > 0， D0 > 0。
根据劳斯·赫尔维茨判据， 方程（5）的所有特

征根都具有负实部。因此， 系统（2）在正平衡点E∗

处是局部渐近稳定的。

定理1成立。

注 1　图灵不稳定本质是由扩散引起的， 因此， 
下文对于含扩散系统的图灵不稳定分析均建立在无

扩散系统（2）在平衡点E∗处稳定的前提下， 即定理1
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成立。

接下来讨论系统（1）在平衡点E∗ 处的稳定性。

将系统（1）在E∗处线性化得

U̇= JU+DΔU， （7）

其中

ù
û
úúúúU= é

ë
êêêê
u- u∗

v- v∗
， D= é

ë
êêêê ù

û
úúúúDu Duv

Dvu Dv
。 （8）

方程（7）的解可表示为

ù
û
úúúúU= é

ë
êêêê
ak
bk

eλt+ ik ⋅ r， （9）

式中： λ是扰动在时间上的增长率； k=( kx，ky )是
波数， 满足 k= |k|； r=( x，y )表示二维空间中的

空间向量； i是虚数单位； ak和 bk是常数。系统（1）
在平衡点E∗处的特征方程为

λ2 +T ( k2 ) λ+D ( k2 )= 0， （10）

其中，

T ( k2 )= k2 (Du +Dv )-( fu + gv )，
D ( k2 )=(DuDv -DuvDvu ) k4 - k2 (Dv fu +
Dugv -Dvu fv -Duv gu )+( fu gv - fv gu )。（11）

方程（10）的解可以写为

2λ( k2 )=-T ( k2 )± T 2 ( k2 )- 4D ( k2 )。（13）

注 2　化学反应中的扩散现象需满足热力学

第二定律： 扩散矩阵的所有特征值为正实数［25］。

因此， 系统（1）的扩散系数应满足如下假设：

H2 )  Du > 0，Dv > 0， DuDv -DuvDvu > 0，
    (Du +Dv )2 - 4(DuDv -DuvDvu )> 0。

为分析系统（1）在平衡点E∗ 处的稳定性， 做
假设

H3 )  Dv fu +Dugv -Dvu fv -Duv gu > 0，
          (Dv fu +Dugv -Dvu fv -Duv gu )2 -
          4(DuDv -DuvDvu )( fu gv - fv gu )> 0。
将D ( k2 )看作 k2 的一元二次函数， 可以得到

D ( k2 )关于 k2的极小值D ( kc 2 )及其对应的 kc 2分别为

D ( kc 2 )= 4(DvDu -DvuDuv )( fu gv - fv gu )-
(Dv fu +Dugv -Dvu fv -Duv gu )2，

kc 2 = (Dv fu +Dugv -Dvu fv -Duv gu )
2(DvDu -DvuDuv )

。（13）

定理 2　若H1 )， H2 )， H3 )成立， 则系统（1）在
正平衡点E∗处发生图灵不稳定。

证明　若存在 k使得特征方程（10）具有正实部

特征根， 则系统（1）在正平衡点E∗处发生图灵不稳

定。若H1 )成立， 则T ( k2 )> 0。 若H2 )， H3 )成立， 
根据一元二次函数的性质， 存在波数 k 满足

D ( k2 )< 0。因此， 特征方程（10）具有正实部特征根。

从而可以证明系统（1）在正平衡点E∗处发生图灵不

稳定。

定理2成立。

注 3　为探究交叉扩散对Gierer-Meinhardt系
统图灵不稳定的影响机理， 本文选取交叉扩散系

数作为分岔参数来研究图灵分岔。

选取交叉扩散系数Dvu作为分岔参数， 那么图

灵分岔发生的临界值Dvu
T为

DT
vu = 1

f 2
v

{D v
fv fu +Duv fv gu +Du fv gv - 2Duv fu gv +

2 [(Duv fu -Du fv )(Duv gv - Dv fv )( fu gv - fv gu ) }]1/2 。
（14）

固定系统（1）的参数 a=0. 85， b=0. 01， β=
1. 6， Du=1， Dv=8， Duv=0。此时， 系统（1）的平衡

点E∗ =( u∗，v∗ )=( 53. 75，5. 375 )。图灵不稳定发生

的临界值DT
vu =-0. 012 1。 在临界值DT

vu及其两侧

对参数Dvu进行取值， 分别为-0. 02， -0. 012 1， 0
和0. 01。 色散曲线描绘了特征方程（10）根的最大实

部Re( λ )与波数 k2之间的关系。绘制系统（1）的色散

曲线如图 1 所示。由图 1 可知， 交叉扩散系数Dvu的

值越大， 使得Re( λ )为正值的 k2的范围越大， 意味着

系统（1）出现图灵分岔的可能性越大。随着交叉扩

散系数Dvu值的减小， 使得Re( λ )保持正值的 k2的范

围逐步收缩。直到Dvu小于临界值DT
vu时， Re( λ )值

全部为负。这意味着系统（1）在平衡点E∗处是稳定

的， 图灵分岔不会出现。

选取交叉扩散系数Duv作为分岔参数， 那么图

灵分岔发生的临界值DT
uv为

DT
uv = 1

g 2
u

{D v
fu gu +Dvu fv gu +Dugu gv - 2Dvu fu gv -

2 [(Dvu fu -Dugu )(Dvu gv -Dvgu )( fu gv - fv gu ) }]1/2 。
（15）

固定系统（1）的参数 a=0. 85， b=0. 01， β=

图 1　Dvu对色散曲线的影响

Fig. 1　Effect of Dvu on the dispersion curve
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1. 6， Du=1， Dv=8， Dvu=0。此时系统（1）的平衡

点 E∗ =( u∗，v∗ )=( 53. 75，5. 375 )，分 岔 临 界 值

DT
uv = 1. 915 2。在临界值DT

uv及其两侧对参数Duv

进行取值， 分别为-2，0，1. 915 2 和 4。图 2 刻画

了在交叉扩散Duv不同取值时， 系统（1）在平衡点

E∗ 处特征值实部 Re( λ )与波数 k2 的关系曲线。由

图 2 可知， 交叉扩散系数Duv的值越小， 系统（1）
发生图灵不稳定的波数 k2 的范围越大， 这意味着

较小的交叉扩散系数Duv更容易使系统（1）在平衡

点E∗处发生图灵分岔。

注 4　通过依次选取交叉扩散系数Dvu和Duv

作为分岔参数发现： 交叉扩散系数Dvu越大， 系
统（1）在平衡点E∗ 处越容易发生图灵分岔； 相反， 
交叉扩散系数Duv越小， 系统（1）在平衡点E∗ 处越

容易发生图灵分岔。

2　数值模拟

本文使用数学软件 MATLAB（R2020a）在二

维空间中对系统（1）进行数值模拟， 选取有界域

Ω=[ 0，200 ]×[ 0，200 ]， 边 界 条 件 为 齐 次 Neu‐
mann 边界条件。时间步长 Δt= 0. 01， 空间步长

dx = dy = 1。在数值模拟中， 观察到活化剂和抑

制剂的分布总是具有相同类型的模式。因此， 本
文只展示抑制剂 v的图灵斑图， 初始条件为

u ( x，y，0 )= u∗ + 0.01 × randn ( 200 )，
v ( x，y，0 )= v∗ + 0.01 × randn ( 200 )，

式中： randn ( 200 ) 表示在 200*200 的网格中添加

随机扰动。

2. 1　交叉扩散诱导图灵斑图的形成

本节探讨当自扩散驱动的系统（1）在平衡点E∗

处局部渐近稳定时， 交叉扩散对图灵不稳定性和时

空斑图响应机制的影响。固定系统（1）的参数 a=
0. 85， b=0. 01， β=1. 6。此时定理1成立， 系统（1）

的平衡点E∗=( u∗，v∗ )=（53. 75，5. 375）。
固定自扩散系数 Du = 1 和 Dv = 8， 绘制系

统（1）的色散曲线如图 3 所示。当 Re( λ )> 0 时， 
系统（1）在平衡点E∗ 处是不稳定的。系统（1）仅由

自扩散驱动 (Duv =Dvu = 0 )时， 色散曲线中不存

在波数 k2 满足 Re( λ )> 0， 如图 3 实线所示。因

此， 系统（1）在平衡点 E∗ 处是局部渐近稳定的。

此时系统（1）的图灵斑图如图 4 所示， 抑制剂浓度

稳定在平衡点 v∗=5. 375附近。

为了分析交叉扩散对系统（1）的稳定性与时空

斑图的影响， 取两组交叉扩散系数， 分别为Duv=−6， 
Dvu=0和Duv=0， Dvu=0. 03。此时H1 )， H2 )和H3 )
成立。由定理2可知， 系统（1）在平衡点E∗处是不稳

定的。色散曲线中存在波数 k2 满足Re( λ )> 0， 如
图 3 点划线与虚线所示。这说明系统（1）在平衡点

图 3　不同交叉扩散系数对色散曲线的影响

Fig. 3　Effect of different cross-diffusion coefficients on dispersion curve

图 5　Duv诱导的条形斑图

Fig. 5　Duv induced a stripe pattern

图 2　Duv对色散曲线的影响

Fig. 2　Effect of Duv on the dispersion curve

图 4　自扩散驱动系统稳定的斑图

Fig. 4　Turing patterns for stable self-diffusive drive systems
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E∗处发生图灵不稳定， 验证了定理2的正确性。系

统（1）的交叉扩散系数取值分别为Duv=−6， Dvu=
0和Duv=0， Dvu=0. 03时， 对应的图灵斑图分别如

图 5 和 图6 所示， 空间模式依次呈现出条形主导的

结构与点条混合状结构。

这种现象表明Gierer-Meinhardt系统（1）在自扩

散驱动稳定的情况下， 交叉扩散能够驱动其发生图

灵不稳定现象并诱导不均匀结构图灵斑图的形成， 
再次验证了本文理论分析的正确性， 进而揭示了交

叉扩散对反应扩散系统的稳定性具有重要作用。这

对于生物学中人工生成图灵模式的研究具有重要意义。

2. 2　交叉扩散诱导图灵斑图的蜕变

本节探讨当自扩散驱动的系统（1）不稳定时， 
引入交叉扩散对斑图结构的影响。固定系统（1）
的参数 a=0. 85， b=0. 01， β=1. 6， Du=1， Dv=
8。 系 统（1）的 平 衡 点 E∗=( u∗，v∗ )=（53. 75，
5. 375）。

首先探讨交叉扩散系数Dvu对系统（1）在平衡

点E∗ 处斑图结构的影响。固定Duv = 0， 此时系统

（1）在平衡点 E∗ 处图灵分岔发生的临界值DT
vu =

-0. 012 1。 Dvu的取值大于DT
vu时， 系统（1）在平

衡点 E∗ 处会发生图灵分岔。取交叉扩散系数

Dvu = 0，0. 015 和 0. 02， 对应的斑图结构分别如

图 7（a）， 图 7（b） 和图 7（c） 所示。图 7（a） 表明仅

由自扩散驱动 (Duv =Dvu = 0 ) 的系统（1）不稳定

时， 图灵斑图的结构为条状主导的结构。在引入

交叉扩散系数Dvu = 0. 015 和 0. 02后， 系统（1）的
斑图结构分别蜕变为点条混合状结构与点状结

构， 如图 7（b） 和图 7（c） 所示。

接下来探讨交叉扩散系数Duv对系统（1）在平

衡点E∗ 处斑图结构的影响。固定Dvu = 0， 此时系

统（1）在平衡点E∗ 处图灵分岔发生的临界值DT
uv =

1. 915 2。当Duv的取值小于DT
uv时， 系统（1）在平

衡点 E∗ 处会发生图灵分岔。引入交叉扩散系数

Duv =-4 和-6，对应的斑图结构分别如图 7（d） 
和图 7（e） 所示， 系统（1）的斑图结构分别为点条

混合状结构与点状结构。

注 5　上述仿真结果表明， 当自扩散驱动的

系统（1）不稳定时， 交叉扩散可以保持系统（1）的

图6　Dvu诱导的点条混合斑图

Fig. 6　Dvu induced a mixed pattern of dots and stripes

（a） Duv=Dvu= 0

（d） Duv=-4，Dvu= 0

（b） Duv= 0，Dvu= 0. 015

（e） Duv=-6，Dvu= 0

（c） Duv= 0，Dvu= 0. 02

图 7　交叉扩散诱导斑图蜕变

Fig. 7　Cross-diffusion induced pattern metamorphosis
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图灵不稳定性并实现图灵斑图结构的蜕变。交叉

扩散系数在满足系统（1）发生图灵不稳定的条件

下， 离分岔阈值越远， 图灵斑图中点状结构所占

的比例越大。因此， 可以通过调控交叉扩散的系

数来实现 Gierer-Meinhardt系统斑图结构的蜕变， 
改变空间模式的性质。

2. 3　交叉扩散诱导图灵斑图的演化速度

本节探讨交叉扩散对图灵斑图演化速度的影

响 机 理 。 固 定 系 统（1）的 参 数 a= 0. 85， b=
0. 01， β= 2， 此时定理 1 成立， 系统（1）的平衡点

E∗ =( u∗，v∗ )=( 43，4. 3 )。
为探究交叉扩散系数Dvu对图灵斑图演化速度

的影响， 固定扩散系数Du = 1， Dv = 8， Duv = 0。此

时， 系统（1）在平衡点E∗处发生图灵分岔的临界值

DT
vu =-0. 058 5。Dvu的取值大于DT

vu时， 系统（1）在
平衡点E∗处会发生图灵不稳定， 因此， 取交叉扩散

系数Dvu = 0，0. 02 和 0. 03。 当Duv =Dvu = 0 时， 
系统（1）仅在自扩散驱动作用下的斑图演化过程如

图 8 所示。通过观察图 8 可知： 时间步长 step =
2 500时， 系统（1）在平衡点E∗处的空间模式处于不

规则瞬态模式， 未出现清晰的斑图结构： 时间步长

step = 40 000时， 系统（1）的空间模式不再发生变化， 
图灵斑图稳定在点状结构。引入交叉扩散系数

Dvu = 0. 02和0. 03， 系统（1）在平衡点E∗处的斑图

演化过程分别如图9（a）和图 9（b） 所示。图 9（a） 表
明： 在交叉扩散系数Dvu = 0. 02的情况下， 时间步长

step = 2 000时， 图灵斑图处于不规则的瞬态模式； 
当时间步长到达 step = 2 500时， 图灵斑图出现了清

晰的点条混合状结构； 时间步长 step=40 000时， 图
灵斑图稳定在点状结构。改变交叉扩散系数取值， 
Dvu = 0. 03时， 在时间步长 step = 2 000时已出现清

晰的点条混合状结构， 并且图灵斑图结构随着时间

的增长最终稳定在点状结构， 如图 9（b） 所示。

图 8　自扩散驱动的斑图演化过程

Fig. 8　Self-diffusion-driven evolution of patterns

（a） Dvu= 0. 02时的斑图演化过程

（b） Dvu= 0. 03时的斑图演化过程

图 9　引入Dvu后的斑图演化过程

Fig. 9　Patterns evolution after the introduction of Dvu
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接下来探究交叉扩散系数Duv对图灵斑图演

化速度的影响。固定交叉扩散系数Du = 1，Dv =
8，Dvu = 0， 求得系统（1）在平衡点E∗ 处发生图灵

分岔的临界值DT
uv = 11. 571。当Duv <DT

uv时， 系
统（1）会发生图灵不稳定。引入交叉扩散系数

Duv =-4和-8， 系统（1）在平衡点E∗ 处对应的图

灵斑图演化过程如图 10 所示。当Duv =-4 时， 

图灵斑图在时间步长 step = 2 000时仍处于不规则

的瞬态模式， 如图 10（a）所示。随着时间推移， 时
间步长到达 step = 2 500时， 图灵斑图出现了明显

的点条混合状结构。当Duv =-8时， 斑图的演化

过程如图 10（b） 所示。与Duv =-4时斑图演化过

程不同， 时间步长 step = 2 000时图灵斑图便已出

现明显的点条混合状结构。

注 6　上述仿真结果表明， 在自扩散驱动的

系统（1）不稳定时， 交叉扩散可以在保持系统（1）
图灵不稳定性的同时加快斑图的演化速度。交叉

扩散对图灵斑图演化速度的影响机理为： 交叉扩

散系数Dvu的取值越大， 斑图的演化速度越快； 交
叉扩散系数Duv的取值越小， 斑图的演化速度越

快。这意味着通过控制交叉扩散的取值可以更快

地推进空间模式的发展和演化， 为进一步在生物

学中研究和应用图灵斑图提供了新的视角。

3　结　论

基于激活剂和抑制剂的化学反应过程以及现

实情况中交叉扩散的重要性， 本文建立了一个具

有交叉扩散项的 Gierer-Meinhardt反应扩散系统。

首先， 对系统唯一的正平衡点进行线性稳定性分

析， 得到了系统发生图灵不稳定现象的条件。然

后， 选择交叉扩散系数作为图灵分岔参数， 研究

了交叉扩散对系统图灵不稳定性的影响。最后， 
在二维空间中对系统进行数值模拟。结果表明， 

交叉扩散不仅能够驱动 Gierer-Meinhardt 系统产

生图灵不稳定现象， 生成不均匀结构的图灵斑

图， 而且可以诱导图灵斑图发生蜕变并改变斑图

的演化速度。这些观察结果将推进读者从更广泛

的角度理解 Gierer-Meinhardt 系统在生物学和化

学研究中发挥的重要作用。例如， 为组织再生［26］

的相关研究提供新的策略， 通过控制交叉扩散实

现斑图演化的调节， 有助于更精确地操控细胞在

空间上的分布和增殖， 推动生物学和化学领域的

进步。
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