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图运算下的反对称分割指数
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（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）
摘 要：分子拓扑指数是分子图的拓扑不变量， 常常用来研究化合物结构与性质之间的关系。反对称分割指

数是基于顶点度的一种新型分子拓扑指数。本文研究了两个有限简单连通图经过联、 冠积、 笛卡尔积、 字典序

积和对称差的运算所得新图的反对称分割指数和其达到这些上界的极图。首先， 根据联、 冠积、 笛卡尔积、 字
典序积和对称差运算的定义， 对这五种运算后表达式的边进行分类。然后， 以顶点的最大度和最小度为基准， 
通过放缩法， 对各顶点的度进行合理放缩， 找出各类图运算下的反对称分割指数上界的估值不等式。最后， 证
明当两图都为正则图时， 所得图运算的反对称分割指数可取得上界。此研究结果可作为一种预测方法， 对图运

算下的其它有关顶点度的拓扑指数的研究具有借鉴意义。
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Abstract： Molecular topological indices are topological invariants of molecular graphs， and are often used 
to study the relationship between structures and properties of compounds.  The inverse symmetric division 
deg index is a new type of molecular topological index based on vertex degree.  We studied the inverse 
symmetric division deg indices of new graphs obtained from two finite simple connected graphs by the 
operations of Join， Corona product， Cartesian product， Lexicographic and Symmetric， and their extremal 
graphs reaching these upper bounds.  Firstly， the edges of the expression after these five operations were 
classified according to the definitions of Join， Corona product， Cartesian product， Lexicographic and Sym⁃
metric operations.  Then， using the maximum and minimum degrees of the vertices， the degree of each 
vertex was rationally deflated by the deflation method to find out the valuation inequality of the upper 
bound of the inverse symmetric division deg indices under each type of graph operation.  Finally， it was 
proved that the upper bound of the inverse symmetric division deg index of the resulting graph operations 
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0　引　言

设图G= (V (G )，E (G ) )为无向简单连通图， 
其中， 顶点集为V ( )G ， 边集为 E ( )G 。图G中与顶

点 v相关联的边的个数称为顶点 v的度， 记作dG( v )， 
图G的最大度记为Δ， 最小度记为δ， 对于其他未定

义的术语和概念可参阅文献［1］。

2010年， Vukičević［2］首次提出了图G的对称分

割指数（SDD指数）上下界的相关问题。对称分割指

数界值相关研究成果可查阅文献［3⁃5］。在此基础上， 
Ghorbani等［6］在2021年提出了一种新的拓扑指数——

图G的反对称分割指数（ISDD 指数）， 其定义为

ISDD (G )= ∑
uv∈E ( )G

dG( )u dG( )v
d 2
G( )u + d 2

G( )v
， 并探讨了对称分

割指数和反对称分割指数的一些上下界， 给出了二

者之间不等式的关系。随后， Albalahi等［7］刻画了具

有最大和最小反对称分割指数的单圈图。

随着图论的发展， 图运算可将所提供的化学图

合成一个新的图， 各种拓扑指数的图运算变成了一

个研究热点， 并在化学、 生物学、 网络科学等领域广

泛应用。De、 Pattabiraman、 Imran等［8⁃10］分别讨论了

F指数、 逆和度指数和Mostar指数的图运算， 并给出

了上下界。其它相关结论和应用， 可查阅文献

［11-12］。

反对称分割指数作为新提出的拓扑指数， 还有

很大的发展空间。本文使用冠积G1 ∘G2、 笛卡尔积

G1 ×G2、 字典序积G1[G2 ]等图运算， 给出两个反对

称分割指数运算后新图的上界， 并刻画了相应的极

图。研究图运算下的反对称分割指数有助于理解和

应用图的结构性质， 对图运算下的其它有关顶点度

的拓扑指数研究具有一定的参考价值。

1　预备知识

定义 1［13］　Gutman等定义了第一和第二Zagreb
指 数 ， 分 别 为 M1( )G = ∑

uv∈E (G )
( )dG( )u + dG( )v ，

M2( )G = ∑
uv∈E ( )G

dG( )u dG( )v 。

定义 2［14］　设图G1 和G2 具有不相交顶点集

V (G1 )和V (G2 )。定义顶点集为V (G1 )∪V ( )G2 ， 
边 集 为 E (G1 )∪E ( )G2 ∪{ uv | u∈V ( )G1 ，

}v∈V ( )G2 的图， 即将一个图的每个顶点连接到另

一个图的每个顶点， 同时保留两个图原来的所有边， 
所得图称为G1和G2的联， 记为G1 +G2。

定义 3［15］　设图G1 和G2 具有不相交顶点集

V (G1 )和V (G2 )。定义图G1和G2的冠积是通过复

制|V (G1 ) |次G2， 然后将G1中顶点 vi和第 i个复制

的G2的每一个点连接所得的图集， 记为G1 ∘G2。其

中 ， |V (G1 ∘G2 ) |= n1(1 + n2 )， || E ( )G1 ∘G2 =
m1 + n1( n2 +m2 )。

定义 4［16］ 设图 G1 和 G2 具有不相交顶点集

V (G1 )， V (G2 )和不相交边集E (G1 )， E (G2 )。定

义图 G1 和 G2 的笛卡尔积为顶点集为 V (G1 ×
G2 ) =V (G1 ) ×V (G2 )， 边 集 为 E (G1 ×G2 ) =
{( )ui，vj ( )uk，vl | ui = uk，vjvl ∈E ( )G2 或 vj=vl， 

}uiuk ∈E (G1 ) 的图， 记为G1 ×G2。

定义 5［14］ 设图 G1 和 G2 具有不相交顶点集

V (G1 )， V (G2 )和不相交边集E (G1 )， E (G2 )。定义

图 G1 和 图 G2 的 字 典 序 积 为 顶 点 集 为

V (G1[G2 ] ) =V (G1 ) ×V (G2 )， 边 集 为

E (G1[G2 ] )={( )ui，vj |( )uk，vl uiuk∈E ( )G1 或 ui=

}uk，vjvl ∈E ( )G2 的图， 记为G1[G2 ]。
定义 6［17］ 设图 G1 和 G2 具有不相交顶点集

V (G1 )， V (G2 )和不相交边集E (G1 )， E (G2 )。定义

图G1 和图G2 的对称差为顶点集为V (G1⊕G2 ) =
V (G1 ) ×V (G2 )， 边 集 为 E (G1⊕G2 )=
{( )ui，vj ( )uk，vl | uiuk ∈E ( )G1 或 vjvl∈E (G2 )， 但两者

不能同时存在｝的图， 记为G1⊕G2。

2　主要结果

定理 1 设 图 G1 和 G2 是 简 单 连 通 图 ， 有
|V (G1 ) |=n1， ||V ( )G2 =n2， || E ( )G1 =m1， 
| E (G2 ) |=m2， 其最大度分别为Δ1和Δ2， 最小度分别

为δ1和δ2， 那么

ISDD ( )G1 +G2 ≤
m1( )Δ1 + n2

2

2 ( )δ1 + n2
2 + m2( )Δ2 + n1

2

2 ( )δ2 + n1
2 +

n1n2( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + n1

δ 2
1 + δ 2

2 + n2
1 + n2

2 + 2δ1n2 + 2δ2n1
，

等号成立当且仅当G1和G2都是正则图。

证 明 设 V (G1 )={ }u1，u2，⋯，un1 ，V ( )G2 =
{ }v1，v2，⋯，vn2 。由两个图的联定义， 得

dG1 +G2( u ) =
ì
í
î

ïï
ïï

dG1( )u + ||V ( )G2 ， u∈V ( )G1 ，

dG2( )u + ||V ( )G1 ， u∈V ( )G2 ，
其中， u∈V (G1 +G2 )。
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则

ISDD ( )G1 +G2 =

∑
uv∈E ( )G1 +G2

dG1 +G2( )u dG1 +G2( )v
d 2
G1 +G2( )u + d 2

G1 +G2( )v
=

∑
uv∈E ( )G1

( )dG1( )u + n2 ( )dG1( )v + n2

( )dG1( )u + n2
2 + ( )dG1( )v + n2

2 +

∑
uv∈E ( )G2

( )dG2( )u + n1 ( )dG2( )v + n1

( )dG2( )u + n1
2 + ( )dG2( )v + n1

2 +

∑
u∈V ( )G1 ，v∈V ( )G2

( )dG1( )u + n2 ( )dG2( )v + n1

( )dG1( )u + n2
2 + ( )dG2( )v + n1

2 ≤

∑
uv∈E ( )G1

( )Δ1 + n2
2

2 ( )δ1 + n2
2 + ∑

uv∈E ( )G2

( )Δ2 + n1
2

2 ( )δ2 + n1
2 +

∑
u∈V ( )G1 ，v∈V ( )G2

( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + n1

( )δ1 + n2
2 + ( )δ2 + n1

2 =

m1
( )Δ1 + n2

2

2 ( )δ1 + n2
2 +m2

( )Δ2 + n1
2

2 ( )δ2 + n1
2 +

n1n2
( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + n1

δ 2
1 + δ 2

2 + n2
1 + n2

2 + 2δ1n2 + 2δ2n1
，

等号成立当且仅当 dG1( u )=Δ1=δ1，dG2( )v =Δ2=
δ2， 其中， u∈V (G1 )， v∈V (G2 )， 即G1 和G2 都是

正则图。

证毕。

定理 2 设 图 G1 和 G2 是 简 单 连 通 图 ， 有
|V (G1 ) |=n1， ||V ( )G2 =n2， || E ( )G1 =m1， 
| E (G2 ) |=m2， 其最大度分别为Δ1和Δ2， 最小度分

别为δ1和δ2， 那么

ISDD (G1 ∘G2 ) ≤
m1( )Δ1 + n2

2

2 ( )δ1 + n2
2 + n1m2( )Δ2 + 1 2

2 ( )δ2 + 1 2 +

n1n2( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + 1
δ 2

1 + δ 2
2 + n2

2 + 2δ1n2 + 2δ2 + 1，

等号成立当且仅当G1和G2都是正则图。

证明 将G1 ∘G2 的边集分为不相交的三部分， 
即E (G1 ∘G2 ) =E1 ∪E2 ∪E3， 其中

E1 = { e ∈ E (G1 ∘G2 )，e ∈ E (G1 ) }，
E2 = { e ∈ E (G1 ∘G2 )，e ∈ E (G2 ) }，

E3 = { }e∈E (G1 ∘G2 ，
e= uv， } u∈V ( )G2 ， v∈V ( )G1 。

由两个图的冠积定义可得

dG1 ∘G2( u ) =
ì
í
î

ïï
ïï

dG1( )u + n2， u∈V ( )G1 ；

dG2( )u + 1， u∈V ( )G2 ，
 

其中， u∈V (G1 ∘G2 )。
则

ISDD (G1 ∘G2 ) = ∑
uv∈E ( )G1 ∘G2

dG1 ∘G2( )u dG1 ∘G2( )v
d 2
G1 ∘G2( )u + d 2

G1 ∘G2( )v
=

∑
uv∈E1

( )dG1( )u + n2 ( )dG1( )v + n2

( )dG1( )u + n2
2 + ( )dG1( )v + n2

2 +

n1 ∑
uv∈E2

( )dG2( )u + 1 ( )dG2( )v + 1
( )dG2( )u + 1 2 + ( )dG2( )v + 1 2 +

∑
uv∈E3，u∈V1，v∈V2

( )dG1( )u + n2 ( )dG2( )v + 1
( )dG1( )u + n2

2 + ( )dG2( )v + 1 2 ≤

∑
uv∈E1

( )Δ1 + n2
2

2 ( )δ1 + n2
2 + n1 ∑

uv∈E2

( )Δ2 + 1 2

2 ( )δ2 + 1 2 +

∑
uv∈E3，u∈V1，v∈V2

( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + 1
( )δ1 + n2

2 + ( )δ2 + 1 2 =

m1
( )Δ1 + n2

2

2 ( )δ1 + n2
2 + n1m2

( )Δ2 + 1 2

2 ( )δ2 + 1 2 +

n1n2
( )Δ1 + n2 ( )Δ2 + 1

δ 2
1 + δ 2

2 + n2
2 + 2δ1n2 + 2δ2 + 1，

等 号 成 立 当 且 仅 当 dG1( u )=dG1( )v =Δ1=δ1， 
dG2( u )=dG2( )v =Δ2=δ2， 即G1和G2都是正则图时。

证毕。

定理 3 设 图 G1 和 G2 是 简 单 连 通 图 ， 有
|V (G1 ) |=n1， ||V ( )G2 =n2， || E ( )G1 =m1， 
| E (G2 ) |=m2， 其最大度分别为Δ1和Δ2， 最小度分别

为δ1和δ2， 那么

ISDD (G1 ×G2 ) ≤ ( n1m2 + n2m1 ) ( )Δ1 + Δ2
2

2 ( )δ1 + δ2
2 ，

等号成立当且仅当G1和G2都是正则图。

证 明 设 V (G1 ) = { u1，u2，⋯，un1 }，V (G2 ) =
{ v1，v2，⋯，vn2 }。由两个图的笛卡尔积定义， 可得

| E (G1 ×G2 ) |= | E (G1 ) ||V (G2 ) |+
|| E ( )G2 ||V ( )G1 ；

dG1 ×G2( u，v ) = dG1( u ) + dG2( v )。
则

ISDD ( )G1 ×G2 = ∑
( )ui，vj ( )uk，vl ∈E ( )G1 ×G2 ，( )ui，vj ≠ ( )uk，vl

dG1 ×G2( )ui，vj dG1 ×G2( )uk，vl
d 2
G1 ×G2( )ui，vj + d 2

G1 ×G2( )uk，vl
=
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∑
( )ui，vj ( )ui，vl ∈E ( )G1 ×G2 ，vjvl∈E ( )G2

dG1 ×G2( )ui，vj dG1 ×G2( )ui，vl
d 2
G1 ×G2( )ui，vj + d 2

G1 ×G2( )ui，vl
+

∑
( )ui，vj ( )uk，vj ∈E ( )G1 ×G2 ，uiuk∈E ( )G1

dG1 ×G2( )ui，vj dG1 ×G2( )uk，vj
d 2
G1 ×G2( )ui，vj + d 2

G1 ×G2( )uk，vj
=

∑
ui∈V ( )G1

∑
vjvl∈E ( )G2

( )dG1( )ui + dG2( )vj ( )dG1( )ui + dG2( )vl

( )dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )dG1( )ui + dG2( )vl

2
+

∑
vj∈V ( )G2

∑
uiuk∈E ( )G1

( )dG1( )ui + dG2( )vj ( )dG1( )uk + dG2( )vj

( )dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )dG1( )uk + dG2( )vj

2 ≤

n1 ∑
vjvl∈E ( )G2

( )Δ1 + Δ2
2

2 ( )δ1 + δ2
2 + n2 ∑

uiuk∈E ( )G1

( )Δ1 + Δ2
2

2 ( )δ1 + δ2
2 =

n1m2
( )Δ1 + Δ2

2

2 ( )δ1 + δ2
2 + n2m1

( )Δ1 + Δ2
2

2 ( )δ1 + δ2
2 =

( n1m2 + n2m1 ) ( )Δ1 + Δ2
2

2 ( )δ1 + δ2
2，

等 号 成 立 当 且 仅 当 dG1( ui ) = dG1( uk ) = Δ1 =
δ1，dG2( vj ) = dG2( vl ) = Δ2 = δ2， 其中， u∈V (G1 )， 
v∈V (G2 )， 即G1和G2都是正则图。

证毕。

定理 4 设 图 G1 和 G2 是 简 单 连 通 图 ， 有
|V (G1 ) |= n1， ||V ( )G2 = n2， || E ( )G1 =m1， 
| E (G2 ) |=m2， 其最大度分别为Δ1和Δ2， 最小度分

别为δ1和δ2， 那么

ISDD ( )G1[ ]G2 ≤

( )n2
2Δ2

1m2 + n2Δ1M1( )G2 +M2( )G2
n1

2 ( )n2δ1 + δ2
2 +

( )n2
2M2( )G1 + n2Δ2M1( )G1 + Δ2

2m1
n2

2

2 ( )n2δ1 + δ2
2，

其中，

M1(G2 ) = ∑
vjvl∈E ( )G2

( )dG2( )vj + dG2( )vl ， 

M2(G2 ) = ∑
vjvl∈E ( )G2

dG2( vj )dG2( )vl ，

M2(G1 ) = ∑
uiuk∈E ( )G1

dG1( ui )dG1( )uk ， 

M1(G1 ) = ∑
uiuk∈E ( )G1

( )dG1( )ui + dG1( )uk ，

等号成立当且仅当G1和G2都是正则图。

证 明 设 V (G1 ) = { u1，u2，⋯，un1 }，V (G2 ) =
{ v1，v2，⋯，vn2 }。由两个图的字典序积定义可得

| E (G1[G2 ] ) |= | E (G1 ) ||V (G2 ) |2 +
| E (G2 ) ||V (G1 ) |，

dG1[ ]G2
( u，v ) = n2dG1( u ) + dG2( v )，

则

ISDD ( )G1[ ]G2 = ∑
( )ui，vj ( )uk，vl ∈E ( )G1[ ]G2 ，( )ui，vj ≠ ( )uk，vl

dG1[ ]G2
( )ui，vj dG1[ ]G2

( )uk，vl
d 2
G1[ ]G2

( )ui，vj + d 2
G1[ ]G2

( )uk，vl
=

∑
( )ui，vj ( )ui，vl ∈E ( )G1[ ]G2 ，j≠ l

dG1[ ]G2
( )ui，vj dG1[ ]G2

( )ui，vl
d 2
G1[ ]G2

( )ui，vj + d 2
G1[ ]G2

( )ui，vl
+ ∑

( )ui，vj ( )uk，vl ∈E ( )G1[ ]G2 ，i≠ k

dG1[ ]G2
( )ui，vj dG1[ ]G2

( )uk，vl
d 2
G1[ ]G2

( )ui，vj + d 2
G1[ ]G2

( )uk，vl
=

∑
ui∈V ( )G1

∑
vjvl∈E ( )G2

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj ( )n2dG1( )ui + dG2( )vl

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )n2dG1( )ui + dG2( )vl

2
+

∑
uiuk∈E ( )G1

∑
vj∈V ( )G2

∑
vl∈V ( )G2

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj ( )n2dG1( )uk + dG2( )vl

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )n2dG1( )uk + dG2( )vl

2
=

n1 ∑
vjvl∈E ( )G2

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj ( )n2dG1( )ui + dG2( )vl

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )n2dG1( )ui + dG2( )vl

2
+ 

n2
2 ∑
uiuk∈E ( )G1

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj ( )n2dG1( )uk + dG2( )vl

( )n2dG1( )ui + dG2( )vj
2
+ ( )n2dG1( )uk + dG2( )vl

2
≤ n1 ∑

vjvl∈E ( )G2

( )n2Δ1 + dG2( )vj ( )n2Δ1 + dG2( )vl
2( )n2δ1 + δ2

2 +
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n2
2 ∑
uiuk∈E ( )G1

( )n2dG1( )ui + Δ2 ( )n2dG1( )uk + Δ2

2( )n2δ1 + δ2
2 =

n1

2 ( )n2δ1 + δ2
2 ∑
vjvl∈E ( )G2

[ ]n2
2Δ2

1 + n2Δ1( )dG2( )vj + dG2( )vl + dG2( )vj dG2( )vl +

n2
2

2 ( )n2δ1 + δ2
2 ∑
uiuk∈E ( )G1

[ ]n2
2dG1( )ui dG1( )uk + n2Δ2( )dG1( )ui + dG1( )uk + Δ2

2 。 （1）

令

M1(G2 ) = ∑
vjvl∈E ( )G2

( )dG2( )vj + dG2( )vl ， 

M2(G2 ) = ∑
vjvl∈E ( )G2

dG2( vj )dG2( )vl ； （2）

M2(G1 ) = ∑
uiuk∈E ( )G1

dG1( ui )dG1( )uk ， 

M1(G1 ) = ∑
uiuk∈E ( )G1

( )dG1( )ui + dG1( )uk 。 （3）

将式（2）和式（3）代入式（1）中， 可得

ISDD (G1[G2 ] ) ≤ n1

2 ( )n2δ1 + δ2
2 ( n2

2Δ2
1m2 +

n2Δ1M1(G2 ) +M2(G2 ) ) + 

n2
2

2 ( )n2δ1+δ2
2 ( n2

2M2(G1 )+n2Δ2M1(G1 )+Δ2
2m1 )，

等号成立当且仅当 dG1 ( ui )= dG1 ( uk )= Δ1 = δ1， 
dG2 ( vj )= dG2 ( vl )= Δ2 = δ2， 其 中 ， u∈V (G1 )， 
v∈V (G2 )， 即G1和G2都是正则图。

证毕。

定理 5 设 图 G1 和 G2 是 简 单 连 通 图 ， 有
|V (G1 ) |= n1， ||V ( )G2 = n2， | E (G1 ) |=m1， 
| E (G2 ) |=m2， 其最大度分别为 Δ1 和 Δ2， 最小度

分别为δ1和δ2， 那么

ISDD ( )G1⊕G2 ≤

( )n2
2m1 + n2

1m2 - 4m1m2
( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2

2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2，

等号成立当且仅当G1和G2都是正则图。

证 明 设 V (G1 ) = { u1，u2，⋯，un1 }，V (G2 ) =
{ v1，v2，⋯，vn2 }。由两个图的对称差定义， 得

|| E ( )G1⊕G2 = || E ( )G1 ||V ( )G2
2 +

|| E ( )G2 ||V ( )G1
2 - 4 || E ( )G1 || E ( )G2 ，

dG1⊕G2( )u，v = n2dG1( )u + n1dG2( )v -
2dG1( )u dG2( )v ，

则

ISDD (G1⊕G2 ) =

∑
( )ui，vj ( )uk，vl ∈E ( )G1⊕G2

dG1⊕G2( )ui，vj dG1⊕G2( )uk，vl
d 2
G1⊕G2( )ui，vj + d 2

G1⊕G2( )uk，vl
=

∑
vj∈V ( )G2

∑
vl∈V ( )G2

∑
uiuk∈E ( )G1

dG1⊕G2( )ui，vj dG1⊕G2( )uk，vl
d 2
G1⊕G2( )ui，vj + d 2

G1⊕G2( )uk，vl
+

∑
ui∈V ( )G1

∑
uk∈V ( )G1

∑
vjvl∈E ( )G2

dG1⊕G2( )ui，vj dG1⊕G2( )uk，vl
d 2
G1⊕G2( )ui，vj + d 2

G1⊕G2( )uk，vl
-

∑
uiuk∈E ( )G1

∑
vjvl∈E ( )G2

dG1⊕G2( )ui，vj dG1⊕G2( )uk，vl
d 2
G1⊕G2( )ui，vj + d 2

G1⊕G2( )uk，vl
。（4）

根据对称差定义， 则

dG1⊕G2( )ui，vj dG1⊕G2( )uk，vl
d 2
G1⊕G2( )ui，vj + d 2

G1⊕G2( )uk，vl
=

( )n2dG1( )ui + n1dG2( )vj - 2dG1( )ui dG2( )vj ( )n2dG1( )uk + n1dG2( )vl - 2dG1( )uk dG2( )vl

( )n2dG1( )ui + n1dG2( )vj - 2dG1( )ui dG2( )vj
2
+ ( )n2dG1( )uk + n1dG2( )vl - 2dG1( )uk dG2( )vl

2
≤

( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2
2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2 ， （5）

将式（5）代入式（4）中得到

ISDD (G1⊕G2 ) ≤ n2
2m1

( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2
2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2 + n2

1m2
( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2

2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2 -

4m1m2
( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2

2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2 = ( )n2

2m1 + n2
1m2 - 4m1m2

( )n2Δ1 + n1Δ2 - 2δ1δ2
2

2 ( )n2δ1 + n1δ2 - 2Δ1Δ2
2，

等号成立当且仅当 dG1 ( ui )= dG1 ( uk )= Δ1 = δ1， 
dG2 ( vj )= dG2 ( vl )= Δ2 = δ2， 其 中 ， u∈V (G1 )， 

v∈V (G2 )， 即G1和G2都是正则图。

证毕。
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3　结论与展望

本文根据反对称分割指数的定义， 给出了

G1 +G2、 G1 ∘G2、 G1 ×G2、 G1[G2 ]和G1⊕G2图运

算后的新图上界， 以及达到上界时所需的条件。此

研究结果可作为一种预测方法， 对图运算下的其它

有关顶点度的拓扑指数的研究有一定的借鉴意义， 
后续可以研究其它指数的图运算， 也可发掘更多图

运算的计算方法， 进一步丰富图运算的相关内容。
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