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摘 要:玻尔兹曼机(BM)可以用于存储和回收数据。它在联想记忆、模式识别、优化计算等领域有广泛应用

前景。然而,传统BM在解决一些问题时,存在重叠度大、随机性高等问题,只适合处理少量的数据。为了扩

展其应用领域而提出一种新方案,采用量子计算的思想来设计哈密顿量作为深度玻尔兹曼机(DBM)的能量

函数,代替传统的计算方法,以增强其广泛性和弹性。与传统BM不同,新的方案根据参数化量子电路

(PQC),建立代价函数去量化问题,使得搜索过程愈加便利。这在很大程度上解决了BM的数据重复和过度

冗余问题。为验证该方案的可行性,将其与传统DBM解决旅行商问题(TSP)的数据容纳度和模型收敛速度

进行了比较。实验结果表明,基于量子计算改进的DBM在训练准确度上比传统DBM提升约33%,且损失率

明显低于传统DBM,为其在实际应用中提供了更广泛的可能性。
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Abstract:
 

Boltzmann
 

machine
 

(BM)
 

can
 

be
 

used
 

to
 

store
 

and
 

recover
 

data
 

and
 

has
 

a
 

prospect
 

of
 

wide
 

application
 

in
 

the
 

fields
 

of
 

associative
 

memory,
 

pattern
 

recognition
 

and
 

optimal
 

com-
putation.

 

However,
 

the
 

traditional
 

BM
 

suffers
 

from
 

large
 

overlap
 

and
 

high
 

randomness
 

in
 

solving
 

some
 

problems,
 

and
 

is
 

only
 

suitable
 

for
 

handling
 

a
 

small
 

amount
 

of
 

data.
 

To
 

extend
 

its
 

area
 

of
 

application
 

,
 

a
 

new
 

scheme
 

is
 

proposed
 

that
 

adopts
 

the
 

idea
 

of
 

quantum
 

computing
 

to
 

design
 

the
 

Hamiltonian
 

quantity
 

as
 

the
 

energy
 

function
 

of
 

deep
 

Boltzmann
 

machine
(DBM),

 

aiming
 

to
 

replace
 

the
 

traditional
 

computational
 

method
 

and
 

enhance
 

its
 

extensive-
ness

 

and
 

resilience.
 

Unlike
 

the
 

traditional
 

BM,
 

the
 

new
 

scheme
 

builds
 

the
 

cost
 

function
 

to
 

quantize
 

the
 

problem
 

based
 

on
 

parameterized
 

quantum
 

circuit
 

(PQC),
 

making
 

the
 

search
 

process
 

more
 

friendly.
 

This
 

solves
 

the
 

problems
 

of
 

data
 

duplication
 

and
 

excessive
 

redundancy
 

in
 

BM
 

to
 

a
 

large
 

extent.
 

To
 

verify
 

the
 

feasibility
 

of
 

the
 

scheme,
 

its
 

data
 

storage
 

accommoda-
tion

 

and
 

model
 

convergence
 

speed
 

are
 

compared
 

with
 

that
 

of
 

the
 

traditional
 

DBM
 

in
 

solving
 

the
 

traveling
 

salesman
 

problem
 

(TSP).
 

The
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

training
 

ac-
curacy

 

of
 

the
 

improved
 

DBM
 

based
 

on
 

quantum
 

computing
 

improves
 

by
 

about
 

33%
 

compared
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with
 

the
 

traditional
 

DBM,
 

and
 

the
 

loss
 

rate
 

is
 

significantly
 

lower
 

than
 

that
 

of
 

the
 

traditional
 

DBM,
 

which
 

provides
 

a
 

wider
 

range
 

of
 

possibilities
 

for
 

its
 

practical
 

application.
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近年来,量子机器学习的发展日益蓬勃,作为量子计算和机器学习的融合领域,被广泛应用在神经网

络[1]、人工智能[2]、图像识别[3]等领域。使用量子进行计算的算法对于机器学习算法来说,可以提高后者

的速度,并且扩大应用的规模,以构建更理想的数据模型。例如,量子支持向量机、量子卷积神经网络等都

已经被进一步研究。一个算法转化为量子问题是一个正在流行的概念,在高效学习、计算能力和实用程度

方面还需要进一步被开拓。
量子玻尔兹曼机(QBM)属于量子机器学习算法[4],是经典玻尔兹曼机(BM)模型的量子对偶。

KIEFEROVA等[5]验证了断层扫描和量子玻尔兹曼机训练之间的联系,提供了生成模型的输入量子态的

形式;AMIN等[6]提出了受到玻尔兹曼分布启发的量子玻尔兹曼机,利用量子力学的非对易性将训练过

程变得非平凡。目前,量子玻尔兹曼机模型依然是启发研究的一大主题。本文使用了构建深度玻尔兹曼

机的量子版本,用来探索QBM面对需求问题时的性能。
旅行商问题(TSP)是一种典型的组合优化问题,也是所谓的非确定性多项式难题(NP难题)。这意味

着固定的多项式方程不能够全面地解决所有可能发生的情况[7],通常只能使用各类遗传算法和仿生算法

等寻找次优解。经典BM也会被用作一种解法,然而,错误率并不能得到稳固改善。因此提供了一种新思

路,以构建覆盖规模更大的方法解决这个难题,选择合适的初始状态可能有助于尽快找到解。
考虑到玻尔兹曼机的局限性,提出了一种基于量子计算的改进方案,即设计量子深度玻尔兹曼机

(QC-DBM)来近似精确解,这并不同于反向传播的深度置信网络[8]。首先,构建的量子版本的深度玻尔兹

曼机具有双向性,这会增强浏览数据的准确性,为了避免学习过冗余,通常使用蒙特卡罗方法进行无监督

学习下的训练。改进的QC-DBM会利用量子计算的并行性增强数据的可用性,避免重复出现的情况,能
够在扩大的解域中靠近最佳答案。

此外,由于包含数据的范围更全面,可用解的数量也会变多,能够面对的问题规模也随之扩大。因此,
对QC-DBM进行了数据实验,经过分析发现,对待不同规模的TSP其都比经典的深度玻尔兹曼机(DBM)
有了很大的改进,使得QC-DBM比经典DBM更为高效实用。这有望将DBM更广泛地应用于神经网络、
图像分类、量子加密等领域。

本文提出量子深度玻尔兹曼机,建立量子哈密顿量形式进行学习与训练,将经典的BM与QC-DBM
机进行对比,并应用二者解决TSP,通过数值实验模拟展示出QC-DBM的各项性能与应用优势,并进行

复杂度计算。

1 玻尔兹曼机模型

1.1 受限玻尔兹曼机

玻尔兹曼机(BM)是一种广泛应用于深度学习的随机递归神经网络,包含可见层和隐含层,所有节点

都相互连接。它基于统计力学角度,服从玻尔兹曼分布在能量角度上表征能量函数概率分布。受限玻尔

兹曼机(RBM)是一种基于BM简化的二分图模型,其在可见层和隐含层之间的节点是全连接的,但同一

层内的节点之间并不连接,因此通常RBM更适用于实际讨论。它们的结构如图1所示。
对于一组给定的状态(v,h),RBM系统有能量函数可定义为

Eθ(v,h)=-∑
nv

i=1
aivi-∑

nh

j=1
bjhj-∑

nv

i=1
∑
nh

j=1
vihjwij (1)

式中:Eθ(v,h)为能量函数,vi=[v1,v2,…,vnv
]T 为输入的可见层节点;

 

hj=[h1,h2,…,hnh
]T 为RBM

的隐含层节点;wij 为层连接的权重;ai 为可见变量的偏置;bj 为隐含变量的偏置;nv 和nh 分别为可见层

和隐含层的节点数目;θ∈{ai,bj,wij}。
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图1 不同种类玻尔兹曼机模型的连接结构

  利用式(1),定义联合分布概率Pθ(v,h):

Pθ(v,h)=
1
Zθ
e
-Eθ(v,h) (2)

式中:Zθ=∑
v,h
e-Eθ(v,h),为具有归一化作用的配分函数。

可见层和隐含层的边缘条件概率分布各自如下:

P(v|h)=∏
nv

i=1
p(vi|h)=∏

nh

j=1
σ(ai+∑

nh

j=1
hjwij)

P(h|v)=∏
nh

j=1
p(hj|v)=∏

nv

i=1
σ(bj+∑

nv

i=1
viwij)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3)

式中:σ(x)= 1
1+e-x

为sigmoid函数。

在训练中,仅使用吉布斯采样进行随机初始化十分缓慢,使用CD-k算法实现优化。k表示采样步

数,CD-k算法代表k次CD-1算法的迭代。更新参数的梯度公式为

W=W+Δwij

a=a+Δai

b=b+Δbj

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4)

式中:W 为可见层与隐含层之间的权重矩阵;Δwij 为更新项;a、Δai 分别为可见层单元的偏置项和梯度更

新项;b、Δbj 分别为隐藏层单元的偏置项和梯度更新项。
由此产生迭代后的训练结果。如果是普通的BM,通常采用随机抽样,但是在这种途径下得到的结果

随机性太强,使用RBM能够避免该问题频繁出现[9]。
1.2 深度玻尔兹曼机

深度玻尔兹曼机(DBM)和深度置信网络(DBN)的建模思想相似,都是RBM结构的叠加[10],具有一

个可见层和若干个隐含层,层与层之间是全连接的,层内单元是不连结的。其区别在于DBM所有层之间

都是双向连接的,DBN除顶端两层间双向连接之外,其他层连接都是单向向下的。
它们的学习过程也很相似,以图1中一个三层结构G=(v,h(1),h(2))为例,其能量函数为

E(v,h(1),h(2))=vTW(1)h(1)+h(1)TW(2)h(2) (5)
式中:v∈0,1  为可见节点状态;h(1)∈0,1  为第1层隐含节点状态;W(1)为第1层单元连接权值;h(2)∈
0,1  为第2层隐含单元状态;W(2)为第2层单元连接权值,此处忽略偏置。

该能量函数以矩阵形式出现,有助于简化理解和计算,得到联合概率分布:
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P(v,h;θ)=1Zθ
∑

h(1),h(2)
e-E(v,h;θ) (6)

DBM在训练中分为预训练和微调两个阶段。在预训练中实行逐层训练方法,用上一层RBM的参数

初始化下一层RBM,单层训练方法与RBM一致。利用CD-k算法通过吉布斯采样多次取样进行反向传

播,将P(v,h;θ)简化为Pv,通过最大化平均对数似然逼近数据集定义的Pdata
v ,设定代价函数为

L=-∑
v
Pdata

v logPv (7)

进而通过计算代价函数的梯度来更新参数,在微调阶段会结合一些梯度下降算法优化参数,在迭代中

以极小的步长方式进行变化:
θ←θ+η(

Δ

θlogpθ(x)-

Δ

θlogpθ(􀭾x)) (8)
式中:x为真实数据;􀭾x 为模型生成的样本;

Δ

θlogpθ(x)为真实数据对数概率的梯度;

Δ

θlogpθ(􀭾x)为生成

的样本对数概率梯度。
更新规则可以表示为

Δwij∝<vihj>data-<vihj>model (9)
通过微调可以使生成的数据尽可能近似于真实情况下的数据,降低计算消耗的成本,避免过程中过拟

合现象的过度发生。DBM通过增加隐含层的深度,比起多层RBM的直接堆叠,其提高了模型的表达能

力,能够更好地学习到数据分布的结构和特征。但DBM具有大量参数,在训练中也会遇到困难。

2 量子深度玻尔兹曼机

本节提出了基于量子计算的新的DBM训练模型量子深度玻尔兹曼机(QC-DBM),可以改善DBM的

不足。量子态通常用|ψ>=α|0>+β|1>表示,可以作为叠加态出现,具有更丰富的数据范围。DBM的能

量函数用哈密顿量表示为

H =-∑
i
aiσz

i -∑
j
bjσz

j-∑
ij
σz

iσz
jwij (10)

式中:σz
i≡I1􀱋…􀱋Ii-1􀱋σz􀱋Ii+1…􀱋In,且I与σz 分别为量子力学中的恒等算子和泡利算子。

I=
1 0
0 1  , 

σz=
1 0
0 -1  (11)

量子玻尔兹曼机(QBM)可以用Var
 

QITE达到使用变分量子算法进行实际操作的效果[11],或者通过

时间演化将非动态过程转化为动态过程进行讨论。从而可以知道密度矩阵为ρ=Z-1e-H,进而得到

<σz
i>v=

wij

GtanhG
(12)

式中:<σz
i>v 为变分状态下的泡利算子。

对于QC-DBM也可以依靠转化为量子态的思想,将哈密顿量表示为

H =-∑
N

i=1
hiσz

i +∑
i<j

σz
iσz

jJij+∑
N

i=1
∑
M

k=1
σz

ihikWk+∑
i<j
∑
M

k=1
σz

iσz
jJijkWk (13)

式中:N 为量子比特的总数;M 为经典隐含层的总数;σz
i 为第i个量子比特的泡利矩阵;Wk 为第k个隐藏

层的权重矩阵;hi、Jij 和hik、Jijk 分别为可调节的偏置项和交互作用强度。
概率分布为

P(σ)=1Ze
-βH(σ) (14)

式中:σ为概括描述全部量子比特的状态向量;β=1/(kBT)为玻尔兹曼因子;T 为系统温度;kB 为玻尔兹

曼常数;H(σ)为亚黎曼哈密顿量。
此时,可见层节点取值与经典RBM中的取值为0或1不同。设2个量子态分别为|v(0)>和|v(1)>,则

它们的实际状态表示为

|ψ>=α|v
(0)>+β|v

(1)> (15)
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依靠式(15)的思维,可见层和隐含层的量子态表示为|ψx>和|ψy>,其中x 和y表示节点的索引。在

参数化量子电路(PQC)中设置U(θ)表征量子态的演化[12],其中θ是电路参数。量子态表示为

|ψx(θ)>=Ux(θ)|ψx(0)>

|ψy(θ)>=Uy(θ)|ψy(0)>
(16)

使用量子测量来估计梯度,参数θ对应QC-DBM的偏置,其梯度可以通过对电路参数进行微小的变

化扰动来体现,并且通过测量相应变化来估计:

􀆟H
􀆟θx,y

≈
H θ+δex,y  -H(θ)

δ
(17)

式中:ex,y 为θx,y 方向上的单位向量;δ为微小扰动的整数。
旅行商问题(TSP)[13]的一个重要目标是寻找一条经过所有“城市”的一次且回到起点的最短路径。

同理,这也可以表达为使得总路径长度最小。将该目标映射到QC-DBM中。
1)

 

将每个“城市”编码为QC-DBM的一个节点,亦或是一组节点。
2)

 

将路径(“城市”之间的连接)编码为QC-DBM中的连接权重,以此来表示路径的长度。
3)

 

通过式(13)中的能量函数,使得最小化的总路径长度对应于最小化能量。这通常涉及到权重的设

置和调控,以便于解决在QC-DBM最小化的情况下得到TSP的解。
在这里,使用TSP的实例进行QC-DBM的训练,目标是将QC-DBM的能量趋于最小化,利用式(7)

中的代价函数继续进行衡量。在训练好的QC-DBM上采样,生成可能存在的采样路径,并且进行评估;统
计采样中的路径总长度,重复迭代,直至找到满意的路径或者达到停止的条件。图2中第1条虚线以上的

部分代表经典QBM的量子线路与识别部分,第2条虚线以下的部分代表QC-DBM的量子线路与识别部

分。通过量子线路,将输入的复杂路径图优化成清晰分明的最佳路径图输出。需要注意的是,方法效果与

QC-DBM设计的结构与选择的参数相关,对训练的质量也有较高的要求。

图2 通过参数化量子电路进行判别和生成任务

为了探究QC-DBM是否能够解决TSP,随机生成一组二维数据,取值范围均在0~500[14]。根据构建

的相应PQC,执行相应的流程,并且通过辨别器进行电路是否继续迭代的判断。在模拟电路中,“城市”和
节点之间为非固定的“一对一”或“一对多”的关系,这与经典计算有所区分。如果已得到最佳路径就可以
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停止,若是尚未发现最佳捷径,那么会继续判别流程。通过图2的结果对比发现,QC-DBM可以生成解决

一个TSP的最佳路径,与经典DBM的量子模型相比,QC-DBM更为灵活,且能够应用的数据范围更广,
凸显了量子计算所具备的并行性、高速性等优势。

3 结果分析

对于QC-DBM来说,数据的准确程度以及存储容量在各项数据匹配和近似的实验中都至关重要。本

节设计了2个实验证明这2点,分别是关于TSP的损失率检测和寻找基态能量准确度对比。在测试中发

现模型收敛速度对比以前有所提升,模型性能得到优化。
3.1 损失率检测

对于TSP来说,在不依赖于成本矩阵对称度的情况下,需要建立合理的数学模型。对于有向图G=(V,
A),其中G表示图,V是顶点集合,A 是边集合,其各自取值为V=U∪{0},|A|=|V|×(|V|-1)。

想要求解问题Min∑
(i,j)∈E

cijxij 必须满足以下条件:

∑
a∈V,{b}

xab=1,b∈V

∑
b∈V,{a}

xab=1,a∈V

∑
a∈S
∑
b∉S

xab≥1,S⫋V,|S|≥2

xij∈{0,1},(i,j)∈A

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

式中:xab、xij 为决策变量;a、b,i、j为不同两端的节点;S为所有可能的节点对。
 

在经典BM中,想要解决TSP需要定义转换参数,一个TSP需要用使得“城市”与节点一对一的形式

来解决。在本小节中,设置2个不同规模的TSP来进行对比,它们训练后的生成数据样本会成为对比实

验的重要依据。对于经典DBM、QC-DBM而言,模型之间差距可以用代价函数来表征,并且还可以代表

可容纳程度,并且不再是一一对应,出现省略跳过的情况。
通过数据模拟发现,在进行100次迭代的情况下,随着容错量的增大,网络的收缩力度呈现下降趋势。

图3(a)经过100次迭代,QC-DBM的代价函数在开始时就要比经典DBM耗损少,随着进程发展明显降

低,到0.15开始收敛,最后低于0.1,整体趋势要比经典DBM更加优越。这也说明在问题规模较小时,
QC-DBM对于迭代的容纳度要更灵活。在图3(b)中,当问题规模扩大时,更能明显看出QC-DBM性能的

优越之处,收敛速度更快,收敛程度更高。使用DBM仅能收敛到0.2左右,而QC-DBM依然接近于0.1。
在问题规模扩大的背景下,该方法依然高效实用。新的思路也为解决TSP提供了新的探索方式,不再拘

泥于DBM的普通状态,而改为量子态化[15]。
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3.2 准确度对比

不难发现,DBM的可使用程度可能受到迭

代次数的很大影响[16]。基于已经得到的结果,
继续对迭代次数分析,对DBM和QC-DBM的

寻找系统基态能量的性能进行比较。
图4观察了一个6个量子比特的系统,在

100次迭代的情况下,进行对照实验能够发现,
QC-DBM寻找基态能量值所需阶段比DBM有

明显优势,并且随着进程的发展,所取得的优势

更加凸显。数值模拟显示,从一开始DBM在

探索过程中准确度就低得多,QC-DBM一直处

于优势状态,并且一直领先。DBM的发展波动

更加陡峭,QC-DBM趋于平缓。最后,通过线

条的变化趋势观察到DBM准确度收敛数值不

足0.95,而QC-DBM能够收敛到0.95,准确度增加约33%。随着测量流程的进展,在都趋于收敛的情况

下,QC-DBM求解系统基态更有准确度优势。

4 结论

用量子计算的方法改进DBM是可行的,实验证明QC-DBM进行训练时的平均准确率比经典DBM
提升约3.3%,并且在TSP中,QC-DBM的损失程度更少。这也说明QC-DBM在数据存储与复原、模型

收敛与处理等方面性能都有所优化。
本文的改进是基于量子计算思维改善经典问题,输入数据并制成量子态进而进行后续数据处理。目

前存在的方法虽然仍旧是混合量子经典算法,但是一系列相应的量子玻尔兹曼机模型已经取得了很大的

发展,在深度学习、组合优化、神经网络领域都会有进一步研究应用的价值。
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