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摘 要:研究了一个参数满足均值回归Ornstein-Uhlenbeck过程的乙型肝炎病毒(HBV)感染模型的平稳分

布。首先,证明了该随机传染病模型存在唯一的全局正解。其次,通过构造适当的Lyapunov函数,得到了该

随机传染病模型平稳分布存在的充分条件,分析了Ornstein-Uhlenbeck过程对该行为的影响,为控制该疾病

的传播提供了理论依据。
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乙型肝炎(以下简称乙肝)是一种由乙肝病毒(HBV)引起的可危及生命的肝脏感染,它已成为全球公

共卫生领域的一个重大挑战,可造成慢性感染。乙肝患者死于肝硬化和肝癌的风险很高。世界卫生组织

西太平洋区域和世界卫生组织非洲区域的乙肝感染负担最重,分别有1.16亿人和8100万人存在慢性感

染[1]。乙肝分为急性肝炎和慢性肝炎,前者是指感染后的前6个月,在急性期感染者通常可以在几个月内



青 岛 理 工 大 学 学 报 第46卷

康复;而后者是由于病毒长期存留在体内而引起的,可能会导致严重的健康问题,如肝功能衰竭和肝

癌[2-3]。乙肝病毒传染途径多样,传染性强[4],对人类的生命健康造成巨大的危害,因此干扰和阻止其传播

对人类的生存和发展具有重大意义。
建立传染病数学模型是分析和研究疾病传播关键因素的有效方法,为制定阻断和控制疾病传播策略

提供理论和定量依据[5-7]。LIU等[8]提出了一个具有饱和发生率的确定性乙肝感染模型,见式(1)。在此

模型中,宿主人群被分为5类:易感者S、暴露者E、乙肝的感染者I1、慢性乙肝的感染者I2 以及康复者

R,具体内容如下:

dSt  =b-
αSI2
1+mI2-μ0+v  S􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dEt  = αSI2
1+mI2-μ0+β

-
  E􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dI1t  =β
-
E-μ0+γ+γ1  I1  dt,

dI2t  = γI1-μ0+μ1+γ2  I2  dt,
dRt  = γ1I1+γ2I2+vS-μ0R  dt。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

式中:b为人口的恒定增长率;α为感染率;αSI2
1+mI2

为饱和感染率;μ0为自然死亡率;v为乙肝疫苗接种率;

β
-
为暴露者转变为急性乙肝患者的概率;γ为急性乙肝患者转变为慢性乙肝患者的概率;γ1为急性乙肝患

者的康复率;γ2为慢性乙肝患者的康复率;μ1为乙肝患者死亡率。
模型(1)中的参数皆为正的常数,其解在

Γ= S,E,I1,I2,R  ∈ℝ5+|S+E+I1+I2+R≤
b
μ0  

内。对于确定性模型(1),它的基本再生数R0为

R0= β
-
bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  μ0+v  
。

众所周知,疾病在种群中的传播受到各种形式的随机因素的影响,一些基本参数,如人均出生率或死

亡率、环境承载能力、疾病传播率和恢复率等会受到环境变化的影响。它是一个复杂的动态过程,可以利

用数学工具进行建模和分析[9]。随机微分方程(SDEs)是一种研究随机因素对疾病传播影响的方法[8],它
可以将随机性引入系统的演化。SDEs可以模拟各种因素(如传染率、恢复率、种群的出生率和死亡率等)
的波动和不确定性,从而方便研究这些不确定性如何影响疾病的动态传播;SDEs也可以用来模拟不同的

干扰因素,探索疾病传播的机制以及预测各种可能的结果。
许多学者采用Ornstein-Uhlenbeck(OU)均值回归过程来模拟随机环境中的参数,该过程满足单独的

随机微分方程。例如,WANG等[10]提出了一个新的包含OU均值回归过程的SIS感染模型,并建立了随

机基本再生数,本文也引入这种非线性随机干扰。

β
-
是一个非常重要的参数,假设在随机变化的自然环境中,β

-
满足OU均值回归过程,并具有如下形

式:

dβt  =θβ
-
-β  dt+δdBt  , (2)

式中:β(t)为β
-
的随机形式;θ为回归速率θ>0  ;δ为干扰强度;Bt  为标准布朗运动。

方程(2)的解为

βt  =β
-
+e-θt -β

-
+β0  +∫

t

0
δeθsdBs    。

对于任意的时间间隔[0,T],平均疾病传播系数β
=
为

β
=
=1T∫

T

0βt  dt=β
-
+1T∫

T

0

δ
θ 1-eθ s-T    dBs  ,
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这里EE β
=
  =β

-,Var(β
=)=δ

2T
3 +O T2  。

根据SONG等[9]的分析可知,βt  满足以下等式:

lim
t→∞

1
t∫

t

0βτ  -β
-
dτ=∫

∞

-∞
x-β

-
κx  dx= δ

 πθ
, (3)

其中,κx  =
 θ
 πδ
e
-θ
(x-β

-)2

δ2 。

基于以上分析,将式(1)中的感染率β
-
替换为具有随机OU过程的βt  。另外,考虑到感染率应该是

非负的,因此令β+=max{βt  ,0},于是得到包含OU过程的随机乙肝感染模型(4):

dSt  =b-
αSI2
1+mI2-μ0+v  S􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dEt  = αSI2
1+mI2-μ0+β+  E􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dI1t  =β+E-μ0+γ1+γ  I1  dt,
dI2t  = γI1-μ0+μ1+γ2  I2  dt,
dRt  = γ1I1+γ2I2+vS-μ0R  dt,

dβt  =θβ
-
-β  dt+δdBt  。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

1 预备知识简介

本文推导需要的有关随机过程、随机微分方程等的基本定义和定理如下。
假设(Ω,F,P)是完备概率空间,考虑F的部分σ-代数构成的类 Ft  t≥0。如果满足以下条件:
1)

 

当s≤t时,Fs⊂Ft;
2)

 

对所有的t≥0,Ft=∩s>tFs,
则称这个类是(Ω,F,P)上的一个流,称流 Ft  t≥0满足通常条件。若其是单调递增右连续,则F0 包含所有

的零测集。以后总假设这个通常条件成立。直观地说,Ft 是到时刻t为止,能够观测到的事件的全体,
Bt  是定义在该完备概率空间上的标准布朗运动。

记ℝd
+=x=x1,x2,…,xd  ∈ℝd:xi>0,1≤i≤d  ,f=f1,f2,…,fd  T,g=(g1,g2,…,gd)T。

一般地,考虑初始值x0  =x0∈ℝd 的d维随机微分方程

dxit  =fi xt  ,t  dt+gi xt  ,t  dBit  ,t≥t0,i=1,…,d,
微分算符 L定义为

L=􀆟􀆟t+∑
d

i=1
fi x,t  􀆟

􀆟xi
+12∑

d

i,j=1
gTx,t  gx,t    ij

􀆟2

􀆟xi􀆟xj
,

因此对于任意函数V∈C2,1 ℝd×ℝ+;ℝ  ,LVxt  ,t  [11]为

LVxt  ,t  =Vt xt  ,t  +Vx xt  ,t  ft  +12tracegTt  Vxx xt  ,t  gt    , (5)

其中,

Vt=
􀆟V
􀆟t
,Vx=

􀆟V
􀆟x1
,…,􀆟V
􀆟xd  ,Vxx=

􀆟2V
􀆟x1􀆟x1

… 􀆟2V
􀆟x1􀆟xd

︙ ︙

􀆟2V
􀆟xd􀆟x1

… 􀆟2V
􀆟xd􀆟xd

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

2 全局正解的存在唯一性

定理1 对于任意给定的初始值 S0  ,E0  ,I10  ,I20  ,R0  ,β0    ∈ℝ5+×ℝ,当t≥0时模型
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(4)存在唯一的正解 St  ,Et  ,I1t  ,I2t  ,Rt  ,βt    ,且以概率1保持在ℝ5+×ℝ。此外,如果

S0  +E0  +I10  +I20  +R0  ≤
b
μ0
,模型(4)有一个不变集

Γ= S,E,I1,I2,R,β  ∈ℝ5+×ℝ|St  +Et  +I1t  +I2t  +Rt  ≤b
μ0  。

证明 因为模型(4)的系数满足Lipschitz条件,所以对于任意的初始值(S0  ,E0  ,I10  ,I20  ,
R0  ,β0  )∈ℝ5+×ℝ,模型(4)在几乎确定意义下具有唯一的局部解(St  ,Et  ,I1t  ,I2t  ,Rt  ,

βt  ),t∈ 0,τe  ,其中τe为爆破时间。之后证明该解是全局的,即τe=+∞。参考SHI等[12]定理2.1
的证明方法给出证明。证明该解是全局的关键步骤是构造一个非负的C2 函数V(S,E,I1,I2,R,β):
ℝ5+×ℝ→ℝ+,使得

LV S,E,I1,I2,R,β  ≤K,
微分算子 L的定义见式(5),K 是一个大于0的常数,V(S,E,I1,I2,R,β)的定义如下:

V=S-1-lnS+E-1-lnE+I1-1-lnI1+I2-1-lnI2+R-1-lnR+β
2

2
,

对V 运用Ito︿ 公式,得

LV=1-1S  b-
αSI2
1+mI2-μ0+v  S􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 + 1-1E  αSI2
1+mI2-μ0+β+  E􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

+ 1-1I1  β+E-μ0+γ1+γ  I1  +1-1I2  γI1-μ0+μ1+γ2  I2  

+1-1R  γ1I1+γ2I2+vS-μ0R  +βθβ
-
-β  +δ

2

2

≤b-
αSI2
1+mI2-μ0+v  S-b

S+
αI2
1+mI2+μ0+v  +

αSI2
1+mI2-μ0+β+  E

-
αSI2

E1+mI2  +μ0+β
++β+E-μ0+γ1+γ  I1-

1
I1β

+E+μ0+γ1+γ  +γI1

-μ0+μ1+γ2  I2-
1
I2γI1+μ0+μ1+γ2  +γ1I1+γ2I2+vS-μ0R-

γ1I1
R

-
γ2I2
R -vSR +μ0+βθβ

-
-β  +δ

2

2

≤b+5μ0+v+γ1+γ2+γ+μ1+
δ2
2+

α
m+supβ∈ℝ

-θβ2+θββ
-
+β  

:=K,
这里K 是正的常数,余下的证明与ZHOU等[13]的证明相同,在此省略。

证明完毕。

3 平稳分布

在确定性传染病模型中可以通过证明平衡点是全局渐近稳定的来探讨模型的稳定性行为。然而对于
大多数随机传染病模型,由于没有平衡点,所以需要证明模型存在一个遍历性平稳分布,这表明疾病会持

续稳定存在,并且被有效控制。因为模型(4)中的Rt  不影响其他变量的性质,因此在本节中不考虑

Rt  ,即

dSt  = b-
αSI2
1+mI2- μ0+v  S􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dEt  =
αSI2
1+mI2- μ0+β+  E􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt,

dI1t  = β+E- μ0+γ1+γ  I1  dt,
dI2t  = γI1- μ0+μ1+γ2  I2  dt,

dβt  =θβ
-
-β  dt+δdBt  。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

441



第2期   许传龙,等:具有Ornstein-Uhlenbeck过程随机HBV传染模型的平稳分布研究

引理1 如果存在一个具有正则边界L0的有界区域U∈ℝd ,对于任意初始值X 0  ∈ℝd ,若

lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
Pτ,X 0  ,U  dτ>0,a.s.,

那么模型(6)存在一个具有Feller性质的解。这也说明模型(6)在ℝd 上具有遍历性平稳分布κ(·)[14-16]。
定义随机模型(6)的随机基本再生数RS

0为

RS
0= β􀮨bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  μ0+v+
c1δ
 πθ  

,

其中β􀮨=∫
∞

0
x

1
5κx  dx  5,c1= β􀮨bαγ

μ0+β
-

  2μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  
。

定理2 如果RS
0>1,那么模型(6)在Γ内存在一个平稳分布。

证明 分别对-lnS,-lnE,-lnI1和-lnI2应用Ito︿ 公式,得到

L -lnS  =-b
S +

αI2
1+mI2+μ0+v,

L -lnE  =-
αSI2

E1+mI2  +μ0+β+,

L -lnI1  =-β
+E
I1 +μ0+γ1+γ,

L -lnI2  =-
γI1
I2 +μ0+μ1+γ2。

建立一个Lyapunov函数V1,定义为

V1=-lnS-c1lnE-c2lnI1-c3lnI2+c4I2,

c1,c2,c3和c4均为大于0的常数。对V1利用Ito︿ 公式得

LV1= -b
S -

c1αSI2
E1+mI2  -

c2β+E
I1 -

c3γI1
I2 -

c4μ0+μ1+γ2  
m 1+mI2  

+c1μ0+β+  +c2μ0+γ1+γ  +c3μ0+μ1+γ2  +
c4μ0+μ1+γ2  

m

+c4γI1+
αI2
1+mI2+μ0+v

≤-5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m +c1μ0+c2μ0+γ1+γ  +c3μ0+μ1+γ2  

+
c4μ0+μ1+γ2  

m +c1β++μ0+v+αI2+c4γI1

≤-5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m +c2μ0+γ1+γ  +c3μ0+μ1+γ2  

+
c4μ0+μ1+γ2  

m +c1μ0+β
-

  +c1β+-β
-

  +μ0+v+αI2+c4γI1

+5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m

, (7)

其中,
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c1= β􀮨bαγ

μ0+β
-

  2μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  
,

c2= β􀮨bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  2μ0+μ1+γ2  
,

c3= β􀮨bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  2
,

c4= β􀮨bαγm

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+μ1+γ2  2
。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)

因为β+=β +β
2

,有

β+-β
-
=β -β

-
+β-β

-

2 ≤ β-β
- 。 (9)

将式(8)和式(9)代入式(7),得

LV1≤- β􀮨bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+γ1+γ2  
+μ0+v+c1βt  -β

-

+c4γI1+αI2+
c1δ
 πθ

-
c1δ
 πθ

+5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m

。

因此,

   

LV2:=LV1+
α

μ0+μ1+γ2
I2  

≤- β􀮨bαγ

μ0+β
-

  μ0+γ1+γ  μ0+γ1+γ2  
+μ0+v+c1βt  -β

-

+ α
μ0+μ1+γ2

γI1+c4γI1+
c1δ
 πθ

-
c1δ
 πθ

+5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m

  =- μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +c1βt  -β
-

-
c1δ
 πθ

+ c4+
α

μ0+μ1+γ2  γI1
+5

5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m

。

(10)

定义如下Lyapunov函数V:Γ→ℝ:

V=MV2-lnS-lnE-lnI2+I2+β2t  
2 -lnb

μ0
-S-E-I1-I2  ,

其中 M 是 一 个 足 够 大 的 常 数,满 足 - M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  + B ≤-2,这 里 B =

sup
β∈ℝ
4μ0+

α
m +v+μ1+γ2+μ0+μ1+γ2

m +δ2
2+ βt  +θβ

-
βt  -θ

2β
2t    。

显然,V S,E,I1,I2,β  是连续的函数,且有一个最小值V(S,E,I1,I2,0)。构造如下的Lyapunov

函数V
-
:
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V
-
S,E,I1,I2,β  =V S,E,I1,I2,β  -V S,E,I1,I2,0  ,

对V
-
S,E,I1,I2,β  运用Ito︿ 公式可得

   LV
-
≤-M μ0+v+

c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2  γI1
-b
S +μ0+v+α

m -
αSI2

E1+mI2  +μ0+ βt  

-
γI1
I2 -μ0+μ1+γ2

m 1+mI2  +γI1+μ0+μ1+γ2+μ0- μ1+γ2  I2
b
μ0

-(S+E+I1+I2)

+μ0+μ1+γ2
m +θβ

-
βt  -θβ2t  +

δ2
2+Mc1 βt  -β

-
- δ

 πθ  
+M 5

5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m  

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2+
1
M  γI1

+B-b
S -

 αSI2μ0+μ1+γ2  
mE -

γI1
I2 -θβ2t  

2

- μ1+γ2  I2
b
μ0

- S+E+I1+I2  
+Mc1 βt  -β

-
- δ

 πθ  
+M 5

5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m  

=:F S,E,I1,I2,β  +Mc1 βt  -β
-

- δ
 πθ  

+M 5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m  , (11)

其中,

F S,E,I1,I2,β  = -M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2+
1
M  γI1+B

-b
S -

 αSI2μ0+μ1+γ2  
mE -

γI1
I2 -θβ2t  

2

- μ1+γ2  I2
b
μ0

- S+E+I1+I2  
。 (12)

之后建立一个闭集U⊂Γ,使得对于 S,E,I1,I2,β  ∈Γ\U,满足F S,E,I1,I2,β  ≤-1。U的定

义如下:

U = S,E,I1,I2,β  ∈Γ|S≥ε,I1≥ε,I2≥ε2,E≥ε5,S+E+I1+I2≤b
μ0
-ε3,βt  ≤1/ε  ,

ε是一个足够小且大于0的常数,并且满足下列不等式:

-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2+
1
M  γε+B≤-1, (13)

-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2+
1
M  γb

μ0
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+B-
minb,

 αμ0+μ1+γ2  
m

,γ,μ 1+γ2)  
ε ≤-1, (14)

-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2+
1
M  γb

μ0
+B- θ

2ε2≤-1。 (15)

方便起见,将Γ\U 分成6个区域,
Γ\U=Uc

1∪Uc
2∪Uc

3∪Uc
4∪Uc

5∪Uc
6,

其中,

Uc
1= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|0<S<ε  ,

Uc
2= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|0<I1<ε  ,

Uc
3= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|0<E<ε4,S≥ε,I2≥ε2  ,

Uc
4= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|0<I2<ε2,I1≥ε  

Uc
5= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|S+E+I1+I2>b

μ0
-ε3,I2≥ε2  ,

Uc
6= S,E,I1,I2,β  ∈Γ|βt  >1ε  。

下面分别对这6种情况进行讨论。
情况1:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc

1,根据式(12)和式(14),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1+B-b

S

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γb

μ0
+B-b

ε
≤-1。

情况2:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc
2,根据式(12)和式(13),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1+B

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γε+B

≤-1。
情况3:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc

3,根据式(12)和式(14),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1

 +B-
 αSI2μ0+μ1+γ2  

mE

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γb

μ0

 +B-

 αμ0+μ1+γ2  
m
ε

≤-1。
情况4:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc

4,根据式(12)和式(14),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1+B-γI1I2
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≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γb

μ0
+B-γ

ε
≤-1。

情况5:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc
5,根据式(12)和式(14),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1

 +B- μ1+γ2  I2
b
μ0
-S+E+I1+I2  

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γb

μ0
+B-μ1

+γ2
ε

≤-1。
情况6:如果 S,E,I1,I2,β  ∈Uc

6,根据式(12)和式(15),有

F S,E,I1,I2,β  ≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γI1+B-θβ

2t  
2

≤-M μ0+v+
c1δ
 πθ  RS

0-1  +M c4+
α

μ0+μ1+γ2
+1M  γb

μ0
+B-θ

2ε
≤-1。

综合上述讨论可知,
F S,E,I1,I2,β  ≤-1,S,E,I1,I2,β  ∈Uc

i,i=1,2,3,4,5,6。 (16)
此外,还存在一个正的常数H,满足

F S,E,I1,I2,β  ≤H,∀S,E,I1,I2,β  ∈Γ, (17)
于是有

   0≤EEV
-
St  ,Et  ,I1t  ,I2t  ,βt      

=EEV
-
S0,E0,I10,I20,β0    +∫

t

0

EE LV
-
Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ      dτ

≤EEV
-
S0,E0,I10,I20,β0    +∫

t

0

EE F Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ      dτ

 +Mc1EE∫
t

0

βt  -β
-

- δ
 πθ  dτ

 +M 5
5

bαβ􀮨γc1c2c3c4μ
0+μ1+γ2

m -EE∫
t

0
5
5

bαβ+γc1c2c3c4μ0+μ1+γ2
m dτ  。

由于βt  的遍历性,它满足lim
t→∞

1
t∫

t

0

 
β+τ  dτ=∫

+∞

0
x

1
5κx  dx,根据式(16)和式(17)可推得

0≤lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
EE F Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ      dτ

=
 

lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
EE F Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ      I{(S(τ),E(τ),I1(τ),I2(τ),β(τ))∈Γ\U}dτ

 +lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
EE(F(S(τ),E(τ),I1(τ),I2(τ),β(τ)))I{(S(τ),E(τ),I1(τ),I2(τ),β(τ))∈U}dτ

≤lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
-P Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ    ∈Γ\U  dτ

 +lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
HP Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ    ∈U  dτ
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=-1+ 1+H  lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
P Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ    ∈U  dτ,

即lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
P Sτ  ,Eτ  ,I1τ  ,I2τ  ,βτ    ∈U  dτ≥ 1

1+H
。因此,

lim
t→∞

 inf1t∫
t

0
Pτ,S0,E0,I10,I20,β0  ,U  dτ≥ 1

1+H >0,∀S0,E0,I10,I20,β0  ∈Γ。

所以根据引理1,模型(6)具有遍历性平稳分布κ(·),证明完毕。

4 结论

本文建立了包含Ornstein-Uhlenbeck(OU)均值回归过程的随机乙肝感染模型,利用随机OU均值回

归过程模拟自然界中的随机干扰研究在非线性随机干扰的情况下模型(1)的平稳分布。首先通过建立一

些合适的随机Lyapunov函数,证明了模型(4)全局正解的存在唯一性。其次利用Lyapunov分析方法得

到了RS
0,当干扰强度为0时RS

0=R0,并证明了如果RS
0>1,则随机模型(4)存在一个平稳分布,这说明疾

病会在很长的时间内持续流行。由RS
0的表达式可知,干扰强度δ越大,疾病的传播速度越低。

本文提出的随机乙型肝炎感染模型的一些性质尚待研究,例如没有研究其灭绝性和概率密度函数,这
是今后需要努力的方向。
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