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摘 要： 已有研究未能充分地表现数学原理和单纯形表计算步骤之间的关系，从单纯形表与数学模型的一一对应关

系视角能够巧妙展示单纯形算法的数学原理。根据进基变量在约束条件中的系数，提出了进基变量最大取

值的确定方法及出基变量的确定方法，进而建立了模型迭代算法。算例分析表明，与单纯形表迭代相比，模

型迭代能够更加清晰地展示单纯形算法的数学原理。
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Correspondence relationship between simplex table and mathematical model
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Abstract: Existing studies can not well show the relationship between mathematical principles and calculation steps of the
simplex table. The mathematical principle of the simplex algorithm can be effectively demonstrated from the per鄄
spective of the one-to-one correspondence relationship between the simplex table and the mathematical model.
According to the coefficients of the entering variable in the constraint conditions, the determination method of the
maximum value of the entering variable and the determination method of the leaving variable were proposed, and
then the model iterative algorithm was established. Case analysis showed that, compared with simplex table itera鄄
tion, model iteration can more clearly show the mathematical principle of the simplex algorithm.

Key words: simplex algorithm; simplex table; entering variable; maximum value

单纯形算法是求解线性规划问题的经典算法，其
核心在于通过迭代逐步逼近最优解。 然而，现有文献
对算法原理的阐述往往偏重计算步骤而忽视数学
本质。

应用单纯形算法求解线性规划问题往往需要多
次迭代。文献[1]的例 5 需要经过 2 次迭代找到最优
解。文献[2]的例 1 需要 3 次迭代后使所有检验数非
正，从而求得最优解。文献[3]的例 1 经过 3 次迭代在
所有检验数已满足最优性条件后求解出最优解。文献
[4]中通过改进大 M 法并结合两阶段法可以极大降低
运算量，但并不能减少迭代次数。

文献[1-9]的单纯形表的计算步骤基本相同，对
“唯一最优解、无数个最优解和无界解”的判定方法也
基本相同，但对单纯形算法的数学原理的证明过程不

尽相同[10]。且上述证明过程过于抽象，从而造成初学者
只是死记硬背单纯形表的计算步骤，特别是关于进基
变量和出基变量的确定方法。

事实上，从研究中发现，每张表格都对应着一个
数学模型，这种一一对应关系巧妙地展现了单纯形算
法的本质。为此，首先需要从数学模型的变换视角展
示单纯形算法的数学原理。

1 模型变换下的单纯形算法

1.1 模型设定
本文只讨论有可行解的情况，以及线性规划模型

含有单位矩阵的情况。
设某线性规划问题有 n 个变量，分别为 x1，x2，…，
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xn，有 m 个约束条件，且这 m 个约束条件两两之间线
性无关，则可得初始线性规划模型[11-12]，即模型（1）表
示为

max z = cm+1xm+1 + cm+2xm+2 + … + cnxn

s.t.

x1 + a1，m+1xm+1 + a1，m+2xm+2 + … + a1，nxn = b1

x2 + a2，m+1xm+1 + a2，m+2xm+2 + … + a2，nxn = b2
…

xm + am，m+1xm+1 + am，m+2xm+2 + … + am，nxn = bm

x1，x2，…，xn≥

"
$
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$
$$
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$
$
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$$
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（1）

式中：cj 为 xj 在目标函数中的系数，j = m + 1，m + 2，…，
n；ai，j 为第 i 个约束条件中 xj 的系数，i = 1，2，…，m；bi

为右端项，i = 1，2，…，m。
1.2 最优解判定方法

令 x1，x2，…，xm 为基变量，xm+1，xm+2，…，xn 为非基变
量，可得初始基本可行解为 X1 =（b1，b2，…，bm，0，…，
0），目标函数值 z1 = 0。

模型（1）目标函数中只包含非基变量（取值为 0
的变量），因此，可由各个变量在目标函数中的系数来
判定当前解 X1 是否为最优解，有 3种情形：

情形 1 xm+1，xm+2， …，xn 的系数全部小于等于 0，
则当前解即为最优解，最优目标函数值为 0；

情形 2 xm+1，xm+2， …，xn 的系数只有 1 个大于 0，
当前解不是最优解，需要进一步迭代求解；

情形 3 xm+1，xm+2，…，xn 的系数有若干个（2 个及
以上）大于 0，则当前解不是最优解，需要进一步迭
代求解。
1.3 进基变量的最大取值

先讨论情形 2，cm+1，cm+2，…，cn 只有 1 个大于 0，不
妨设 cn > 0。当前基本可行解 X1 中，为使目标函数值增
大，则在下一个基本可行解 X2 中应当继续保持 xm+1 =
0，xm+2 = 0，…，xn-1 = 0，同时使 xn > 0，则 z2 = cnxn >z1 = 0
成立，因此，xn 的取值越大越有利于目标函数值的增
大，所以要求出 xn 的最大取值。 此时，xn 为进基变量。

因为在下一个基本可行解 X2 中 xm+1 = 0，xm+2 = 0，
…，xn-1 = 0，模型（1）变换为模型（2）。 模型（2）表示为

max z = cnxn

s.t.

x1 + a1，nxn = b1

x2 + a2，nxn = b2

…

xm + am，nxn = bm

x1，x2，…，xn≥

≥
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$$
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（2）

由模型（2）第 1 个约束条件可得 x1 = b1 - a1，nxn。
同理，由模型（2）第 2 个约束条件可得 x2 = b2 -

a2，nxn。
依此类推，由模型（2）第 m 个约束条件可得 xm =

bm - am，nxn。
此时，可以预见到随着 xn 的逐渐增大，x1，x2，…，xm

的全部或部分取值变小，直至达到临界条件：其中某
个（或某几个）变量取值为 0。显然，xn 取值不能太
大，否则会导致其他变量取值为负数。 例如，由模型
（2）第 m 个约束条件可知，在 am，n > 0 的前提下，如果
xn 取值过大，将导致 xm 为负数。由上述 m 个约束条件
限定了 xn 的最大取值。

进一步，关于进基变量的最大取值，本文给出如
下 3个定理。

定理 1 如果在模型（2）某个约束条件中，xn 的系
数为 0，则该约束条件对 xn 的取值无约束。

证明 不妨设 a1，n = 0，则由模型（2）第 1 个约束
条件可得 x1 = b1，此时 xn 的取值为任意正数，x1≥0 始
终成立。

证毕。
定理 2 如果在模型（2）某个约束条件中，xn 的系

数为负数，则该约束条件对 xn 的取值无约束。
证明 不妨设 a2，n < 0，则此时 xn 的取值为任意正

数，因为 x2 = b2 - a2，nxn，显然 x2≥0始终成立。
证毕。
定理 3 如果在模型（2）某个约束条件中，xn 的系

数为正数，则该约束条件限定了 xn 的最大取值为右端
项 b与 xn 系数的比值。

证明 不妨设 am，n> 0，为使 xm≥0始终成立，由 xm =

bm - am，nxn≥0可得 xn 的最大取值为 xn
max

= bm

am，n
。

证毕。
在上述 m 个约束条件中，一般情况下，会存在 2

个及以上约束条件中 xn 的系数为正数，从每个约束条
件都可求出该约束条件限定的 xn 的最大取值，而最终
的最大取值是其中的最小者，由此，本文给出定理 4。

定理 4 如果在模型（2）的 2 个及以上约束条件
中，xn 的系数都为正数，每个约束条件限定 xn 的最大
取值为该约束条件右端项 b 与 xn 系数的比值，其中最
小者最终限定了 xn 的最大取值。

证明 不妨设第 1 个、第 2 个、第 m 个约束条件
中 xn 的系数都为正数， 也即 a1，n > 0，a2，n > 0，am，n > 0，
为使 x1≥0，x2≥0，xm≥0始终成立，则有：

由 x1 = b1 - a1，n xn≥0 可得 xn 的最大取值为 xn

max
=

b1

a1，n
；由 x2 = b2 - a2，nxn≥0可得 xn 的最大取值为 xn

max
=
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max z = bm

am，n
cn - cn

am，n
xm + cm+1 - am，m+1

am，n
cnn "xm+1 + cm+2 - am，m+2

am，n
cnn "xm+2 + … + cn-1 - am，n-1

am，n
cnn "xn-1

s.t.

x1 - a1，n
am，n

xm + a1，m+1 - am，m+1
am，n

a1，nn "xm+1 + a1，m+2 - am，m+2
am，n

a1，nn "xm+2 + … + a1，n-1 - am，n-1
am，n

a1，nn "xn-1 = b1 - bm

am，n
a1，n

x2 - a2，n
am，n

xm + a2，m+1 - am，m+1
am，n

a2，nn "xm+1 + a2，m+2 - am，m+2
am，n

a2，nn "xm+2 + … + a2，n-1 - am，n-1
am，n

a2，nn "xn-1 = b2 - bm

am，n
a2，n

…

xm-1 - am-1，n
am，n

xm-1 + am-1，m+1 - am，m+1
am，n

am-1，nn "xm+1 + am-1，m+2 - am，m+2
am，n

am-1，nn "xm+2 + … + am-1，n-1 - am，n-1
am，n

am-1，nn "xn-1 =
����������bm-1 - bm

am，n
am-1，n

1
am，n

xm + am，m+1
am，n

xm+1 + am，m+2
am，n

xm+2 + … + am，n-1
am，n

xn-1 + xn = bm

am，n
x1，x2，…，xn≥
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…

b2

a2，n
；由 xm = bm - am，nxn≥0可得 xn 的最大取值为 xn

max
=

bm

am，n
。

最终，xn
max

= min b1

a1，n
， b2

a2，n
， bm

am，nn )，才能保证在新

的基本可行解 X2 中 x1≥0，x2≥0，xm≥0成立。
证毕。

1.4 出基变量的确定原理
在模型（2）的 m 个约束条件中，通常情况下会存

在 2 个及以上约束条件中 xn 的系数为正数，不妨设第
1 个、第 2 个、第 m 个约束条件中 xn 的系数都为正数，
即 a1，n > 0、a2，n > 0、am，n > 0；其他约束条件中 xn 的系数
或小于 0，或等于 0，由定理 1 和定理 2 可知，这些约
束条件对 xn 的取值无约束。

进一步，不妨设在 b1

a1，n
、 b2

a2，n
、 bm

am，n
三者中， bm

am，n
最

小，所以第 m 个约束条件限定了 xn 的最大取值，同时，
xn 重要“身份”是进基变量，在 xn 达到最大值的同时，

“迫使”xm 取值变为 0，因此，xm 成为出基变量。
综上，可以提前预见到，在新的基本可行解 X2 中，

xn 取值为 bm

am
，xm 取值为 0，为求得其他变量的取值，接

下来要通过一系列的初等行变换得到新模型。
1.5 迭代后的新模型

进基变量 xn 所在列和第 m 个约束条件所在行的
交叉点为“am，n xn”，接下来实施一系列的初等行变换，
只保留第 m 个约束条件中的 xn，即消去模型（1）目标
函数中的 xn，消去其他约束条件中的 xn，得到模型
（3）。模型（3）表示为

具体步骤如下：
步骤 1 模型（1）的第 m 个约束条件除以 am，n，得

到模型（3）的第 m 个约束条件；
步骤 2 模型（3）第 m 个约束条件乘以-cn，加到

模型（1）的目标函数中，从而得到模型（3）的目标函数；
步骤 3 模型（3）第 m 个约束条件乘以-ai，n，加到

模型（1）的第 i个约束条件中，从而得到模型（3）的第 i
个约束条件，i = 1，2，…，m-1；

在模型（3）中，令 x1，x2，…，xm-1，xn 为基变量，xm，xm+1，

…，xn-1 为非基变量，得到基本可行解 X2，即 X2 = 乙nb1 -

bm

am，n
a1，n，b2 - bm

am，n
a2，n，…，bm-1 - bm

am，n
am-1，n，0，…， bm

am，n 乙"。
模型（3）目标函数中只包含非基变量（取值为 0

的变量），可由各个变量在目标函数中的系数来判定
当前解 X2 是否达到最优解，同样有 3种情形：

情形 1 xm，xm+1，…，xn-1 的系数全部小于等于 0，则

此时当前解即为最优解，最优目标函数值为 z2 = bm

am，n
cn；

情形 2 xm，xm+1，…，xn-1 的系数，只有 1 个大于 0，
则当前解不是最优解，需要进一步迭代求解，迭代方
法重复模型（3）的步骤 1至步骤 3，直至找到最优解；

情形 3 xm，xm+1，…，xn-1 的系数，有若干个（2 个及
以上）大于 0，则当前解不是最优解，需要进一步迭
代求解。

对于情形 3，不妨设 xm+1，xm+2 的系数大于 0，且 xm+1
的系数大于xm+2 的系数，则此时优先选择 xm+1 为进基变
量（使其取值变大），保留 xm+2 为非基变量（使其取值依
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图 1 单纯形算法流程图

Fig.1 Flowchart of simplex algorithm

确定初始基本可行解 X1

解的最优性检验：用目标函数检验解的最优性

目标函数中，所有非基变量的
系数都小于等于 0

目标函数中, 只有 1 个非基变量的
系数大于 0，不妨设其为 xn

目标函数中,有多个非基变量的系数都大于
0，选择系数最大的变量，不妨设其为 xn

找到最优解 构造下一个基本可行解 X2，选择 xn 为进基变量

确定 xn 的最大取值: 令其他非基变量等于
0，推导每个约束条件限定的 xn 的最大取值

某个约束条件 xn 的系数小于等于 0 某个约束条件 xn 的系数大于 0

该约束条件对 xn 的取值没有限制 该约束条件限定的 xn 的最大取值为右端项 b与 xn 系数的比值

多个约束条件限定了 xn 的最大取值，取其中最小者，不妨设，第 m个
约束条件最终限定了 xn 的最大取值

确定交叉点：第 m个约束条件所在行，xn 所在列，交叉点为 am，nxn

实施初等行变换，得到新模型：第 m个约束条件保留 xn，消去其他约
束条件和目标函数中的 xn

对于新模型结束得到新的基本可行解 X2

开始

结束
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旧为 0），目的是使目标函数为极大化 z 值，优先选择
xm+1 为进基变量很可能会更快地找到最优解。 例如，选
择 xm+1 为进基变量，迭代 2次找到最优解，耗时 10 min，
而选择 xm+2 为进基变量，迭代 5 次找到最优解，耗时
40 min。

对于情形 2 和情形 3 而言，虽然当前基本可行解
X2 还不是最优解，但在当前基本可行解 X2 下，目标函

数值 z2 = bm

am，n
cn > z1 = 0，所以经过这次迭代后，目标函

数值增大了。 按照相同的迭代方法再进行下一次迭
代，得到基本可行解 X3 和目标函数值 z3，可以预见
z3 > z2。 如此反复，每次迭代后，目标函数值都会增大，
直至找到最优解。

在本文第 1 节模型设定下，对于形如模型（1）的
线性规划问题，求解算法流程图如图 1所示。

2 实证研究

2.1 唯一最优解
算例来源于《运筹学教程》[1]。 模型（4）表示为
max z = 2x1 + x2

s.t.

5x2 + x3 = 15
6x1 + 2x2 + x4 = 24
x1 + x2 + x5 = 5
x1，x2，x3，x4，x5≥

"
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$$
% 0

（4）

选择 x3，x4，x5 为基变量，选择 x1，x2 为非基变量，
当前基本可行解为 X1 =（x1 = 0，x2 = 0，x3 = 15，x4 = 24，
x5 = 5），此时，目标函数值为 0，即 z1 = 0。

非基变量 x1 和 x2 在目标函数中的系数是正数，x1
的系数大于 x2 的系数，所以优先选择 x1 作为进基变
量，使其取值由 0 变成正数，同时保持 x2 为非基变量
（x2 = 0），可使目标函数值进一步增大。因此，构造新的
基本可行解 X2 =（x1 =正数，x2 = 0，x3≥0，x4≥ 0，x5≥0），
显然 z2 > z1 = 0 成立。

因为新的基本可行解 X2 中 x2 = 0，所以模型（4）变
为模型（5），即

max z = 2x1

s.t.

x3 = 15
6x1 + x4 = 24
x1 + x5 = 5
x1，x2，x3，x4，x5≥

≥
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$$
% 0

（5）
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模型（5）的第 1个约束条件对 x1 最大取值无约束；
第 2个约束条件限定了 x1 的最大取值为 4； 第 3 个约
束条件限定了 x1 的最大取值为 5；所以，第 2个约束条
件最终限定了 x1 的最大取值为 4，同时“迫使”x4 取值
为 0，即 x4 为出基变量。所以交叉点为第 2个约束条件
中的 x1。接下来实施一系列的初等行变换[13]，只保留第
2 个约束条件中的 x1，即消去目标函数中的 x1，消去其
他约束条件中的 x1，得到模型（6）表示为

max z = 8 + 1
3 x2 - 1

3 x4

s.t.

5x2 + x3 = 15

x1 + 2
6 x2 + 1

6 x4 = 4

4
6 x2 - 1

6 x4 + x5 = 1

x1，x2，x3，x4，x5≥

"
$
$
$
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$
$
$
$$
% 0

（6）

具体步骤如下：
步骤 1 模型（4）的第 2 个约束条件除以 6，得到

模型（6）的第 2个约束条件；
步骤 2 模型（6）的第 2 个约束条件乘以-2，加到

模型（4）的目标函数中，从而得到模型（6）的目标函数；
步骤 3 模型（6）的第 2 个约束条件乘以-1，加到

模型（4）的第 3 个约束条件中，从而得到模型（6）的第
3个约束条件；

步骤 4 模型（4）的第 1 个约束条件没有 x1，所以
直接将其保留为模型（6）的第 1个约束条件。

对于模型（6），选择 x1，x3，x5 为基变量，选择 x2，x4
为非基变量，此时的基本可行解为 X2 =（x1 = 4，x2 = 0，
x3 = 15，x4 = 0，x5 = 1），目标函数值 z2 = 8 > z1 = 0。

对模型（6），因为只有 x2 在目标函数中的系数是
正数，所以选择 x2 为进基变量，让 x2 的取值由 0 变成
正数，同时保持 x4 为非基变量（x4 = 0），可使目标函数
值进一步增大。因此，构造新的基本可行解为 X3 =（x1≥
0，x2 = 正数，x3≥0，x4 = 0，x5≥0），显然 z3 > z2 成立。

因为新的基本可行解 X3 中 x4 = 0，所以模型（6）变
为模型（7），即

max z = 8 + 1
3 x2

s.t.

5x2 + x3 = 15

x1 + 2
6 x2 = 4

4
6 x2 + x5 = 1

x1，x2，x3，x4，x5≥

≥
$
$
$
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$
$
$
$$
% 0

（7）

模型（7）中，第 1 个约束条件限定了 x2 最大取值
为 3；第 2 个约束条件限定了 x2 最大取值为 12；第

3 个约束条件限定了 x2 最大取值为 3
2 ，所以，第 3 个

约束条件最终限定了 x2 的最大取值，同时“迫使”x5 取
值为 0，即 x5 为出基变量。因此，交叉点为第 3 个约束
条件中的 x2。接下来实施一系列的初等行变换，只保
留第 3 个约束条件中的 x2，即消去目标函数中的x2，消
去其他约束条件中的 x2，得到模型（8）表示为

max z = 17
2 - 1

4 x4 - 1
2 x5

s.t.

x3 + 5
4 x4 - 15

2 x5 = 15
2

x1 + 1
4 x4 - 1

2 x5 = 7
2

x2 - 1
4 x4 + 3

2 x5 = 3
2

x1，x2，x3，x4，x5≥

≥
$
$
$
$
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$
$
$
$
$$
% 0

（8）

具体步骤如下：

步骤 1 模型（6）的第 3个约束条件除以 2
3 ，得到

模型（8）的第 3 个约束条件；

步骤 2 模型（8）的第 3个约束条件乘以- 13 ，加到

模型（6）的目标函数中，从而得到模型（8）的目标
函数；

步骤 3 模型（8）的第 3 个约束条件乘以-5，加到
模型（6）的第 1 个约束条件中，从而得到模型（8）的第
1个约束条件；

步骤 4 模型（8）的第 3 个约束条件乘以- 1
3 ，加

到模型（6）的第 2 个约束条件中，从而得到模型（8）的
第 2 个约束条件。

对于模型（8），选择 x1，x2，x3 为基变量，选择 x4，x5

为非基变量，此时的基本可行解为 X3 =（x1 = 7
2 ，x2 =

3
2 ，x3 = 15

2 ，x4 = 0，x5 = 0），目标函数值 z3= 17
2 > z2 = 8。

由于目标函数中所有非基变量（取值为 0 的变
量）的系数都小于 0，所以当前基本可行解 X3 是最优
解；由线性代数中的克莱姆法则[14-15]可知，当前基本可
行解是唯一最优解。

至此，从模型（4）出发，经过 2 次迭代（2 次模型转
换），每次目标函数值都增大一些，最终找到了最优
解。不难发现，数学模型与单纯形表有着一一对应的
关系：模型（4）对应表 1，模型（6）对应表 2，模型（8）对
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初始检验数 5
2 1 0 0 进基变量最大取值

XB b x1 x2 x3 x4 兹
x3 15 3 5 1 0 5
x4 10 [5] 2 0 1 2

检验数 5
2 1 0 0

表 4 求解模型（9）的初始单纯形表

Tab.4 Initial simplex table for solving model (9)

张宝成，康帅：单纯形表与数学模型的对应关系

应表3，其中：XB为基变量；兹 为计算后的数值。

2.2 无穷多最优解

max z = 5
2 x1 + x2

s.t.
3x1 + 5x2 + x3 = 15
5x1 + 2x2 + x4 = 10
x1，x2，x3，x4≥

"
$
$
$$
#
$
$
$$
% 0

（9）

对于模型（9），选择 x3，x4 为基变量，选择 x1，x2 为
非基变量，当前基本可行解为 X1 =（x1 = 0，x2 = 0，x3 =
15，x4 = 10）。 此时，目标函数值为 0，也即 z1 = 0。

非基变量 x1 和 x2 在目标函数中的系数是正数，x1
的系数大于 x2 的系数，所以优先选择 x1 作为进基变
量，使其取值由 0 变成正数，同时保持 x2 为非基变量
（x2 = 0），可使目标函数值进一步增大。因此，构造新的
基本可行解 X2 =（x1 =正数，x2 = 0，x3≥0，x4≥0）。 显然
新的目标函数值 z2 > z1 = 0 成立。

因为新的基本可行解 X2 中 x2 = 0，所以，模型（9）
变为模型（10）表示为

max z = 5
2 x1

s.t.
3x1 + x3 = 15
5x1 + x4 = 10
x1，x2，x3，x4≥

≥
$
$
$$
#
$
$
$$
% 0

（10）

模型（10）中，第 1 个约束条件限定了 x1 的最大取
值为 5，第 2 个约束条件限定了 x1 的最大取值为 2，所
以，第 2 个约束条件最终限定了 x1 的最大取值，同时

“迫使”x4 取值为 0，即 x4 为出基变量。 因此，交叉点为
第 2 个约束条件中的 x1。 模型（9）第 2 个约束条件除
以 5，可将第 2 个约束条件中的 x1 的系数变为 1，并利
用初等行变换消去目标函数中的 x1，消去其他约束条
件中的 x1，得到模型（11），即

max z = 5 - 1
2 x4

s.t.

19
5 x2 + x3 - 3

5 x4 = 9

x1 + 2
5 x2 + 1

5 x4 = 2

x1，x2，x3，x4≥

≥
$
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$
$$
% 0

（11）

在模型（11）中，选择 x1，x3 为基变量，选择 x2，x4 为
非基变量，此时的基本可行解 X2 =（x1 = 2，x2 = 0， x3 =
9，x4 = 0）。 目标函数值 z2 = 5 > z1 = 0。

由于此时目标函数中所有非基变量（取值为 0 的
变量）的系数都小于等于 0，所以当前基本可行解是
最优解；进一步观察目标函数，不难发现，只要 x4 = 0，
目标函数值 z2 = 5 就成立，此时模型（11）的约束条件
变为

s.t.

19
5 x2 + x3 = 9 圯 x3 = 9 - 19

5 x2

x1 + 2
5 x2 = 2 圯 x1 = 2 - 2

5 x2

≥
$
$
$
$$
#
$
$
$
$$
%

因为要保证 x1≥0，x3≥0 始终成立，所以，x2 的取

值范围为 0≤x2≤ 45
19 。

综上，最优解为 X =（2 - 2
5 x2，x2，9 - 19

5 x2，0），

且 0≤x2≤ 45
19 ，目标函数值 z = 5。因此，原模型具有无

数个最优解。模型（9）经过 1 次迭代后变为模型（11），
就找到了最优解。 模型（9）和模型（11）对应的单纯形
表分别为表 4和表 5。

初始检验数 2 1 0 0 0 进基变量最大取值
XB b x1 x2 x3 x4 x5 兹
x3 15 0 5 1 0 0 3

x1 4 1 2
6 0 1

6 0 12

x5 1 0 4
6 0 - 1

6 1 3
2

检验数 0 1
3 0 - 1

3 0

表 2 求解模型（4）的中间单纯形表

Tab.2 Intermediate simplex table for solving model (4)

初始检验数 2 1 0 0 0
XB b x1 x2 x3 x4 x5

x3
15
2 0 0 1 5

4 - 15
2

x1
7
2 1 0 0 1

4 - 1
2

x2
3
2 0 1 0 - 1

4
3
2

检验数 0 0 0 - 1
4 - 1

2

表 3 求解模型（4）的最终单纯形表

Tab.3 Final simplex table for solving model (4)

初始检验数 2 1 0 0 0 进基变量最大取值
XB b x1 x2 x3 x4 x5 兹
x3 15 0 5 1 0 0 +∞
x4 24 [6] 2 0 1 0 4
x5 5 1 1 0 0 1 5
检验数 2 1 0 0 0

表 1 求解模型（4）的初始单纯形表

Tab.1 Initial simplex table for solving model (4)
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表 5 求解模型（9）的最终单纯形表

Tab.5 Final simplex table for solving model (9)

初始检验数 5
2 1 0 0

XB b x1 x2 x3 x4

x3 9 0 19
5 1 - 3

5

x1 2 1 2
5 0 1

5

检验数 0 0 0 - 1
2

初始检验数 7 12 0 0 0 进基变量最大取值
XB b x1 x2 x3 x4 x5 兹
x3 360 9 0 1 0 0 +∞
x4 200 4 -5 0 1 0 +∞
x5 300 3 -10 0 0 1 +∞
检验数 7 12 0 0 0

表 6 求解模型（12）的无界解单纯形表

Tab.6 Unbounded solution simplex table for solving model (12)

2.3 无界解
如下算例[5]，在模型（12）中，第 1 个约束条件中没

有 x2，第 2个和第 3个约束条件中 x2 的系数为负数，即
max z = 7x1 + 12x2

s.t.

9x1 + x3 = 360
4x1 - 5x2 + x4 = 200
3x1 - 10x2 + x5 = 300
x1，x2，x3，x4，x5≥

"
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$$
% 0

（12）

选择 x3，x4，x5 为基变量，选择 x1，x2 为非基变量，
当前基本可行解 X1 =（x1 = 0，x2 = 0，x3 = 360，x4 = 200，
x5 = 300）。 此时，目标函数值为 0，即 z1 = 0。

非基变量 x1 和 x2 在目标函数中的系数是正数，x1
的系数小于 x2 的系数，所以，优先选择 x2 作为进基
变量，使其取值由 0 变成正数，同时保持 x1 为非基变
量（x1 = 0），可使目标函数值进一步增大。因此，构造新
的基本可行解 X2 =（x1 = 0，x2 =正数，x3≥0，x4≥ 0，x5≥0）。
显然 z2 > z1 = 0成立。

因为新的基本可行解 X2 中 x1 = 0，所以，模型（12）
变为模型（13）表示为

max z = 12x2

s.t.

x3 = 360
- 5x2 + x4 = 200
- 10x2 + x5 = 300
x1，x2，x3，x4，x5≥

≥
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$$
% 0

（13）

由定理 1 和定理 2 可知，上述 3 个约束条件对 x2
的最大取值均无约束，x2 取值可为正无穷大，因此，目
标函数值为正无穷大，该模型具有无界解。 模型（12）
对应的单纯形表如表 6 所示。

3 结语

研究表明单纯形算法的数学本质体现为模型与
表格的动态映射关系，其迭代过程具有以下特征：

（1）每张单纯形表都对应着一个数学模型；
（2）从当前模型（单纯形表）出发，迭代到下一个

模型（单纯形表），目标函数值会变大，如此反复迭代，
目标函数值不断增大，直至找到最优解；

（3）对于当前基本可行解，根据非基变量在目标
函数中的系数确定进基变量，确定进基变量最大取值
的同时确定了出基变量；

（4）一些约束条件中，进基变量的系数为 0 或负
数，则这些约束条件对进基变量的最大取值无约束。
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