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摘 要院 码本是一类具有较低相关性的信号集袁满足 Welch界或 Levenshtein 界的码本渊又称信号集冤主要用于
码分多址渊CDMA袁code-division multiple-access冤系统中不同用户信号的区分袁也可用于压缩感知尧编码理
论和量子计算遥本文提供了两类关于 Levenshtein界的最优和渐近最优码本的新构造遥 首先袁利用设计理
论对象网和 Hadamard矩阵构造了一类新的关于 Levenshtein界的最优码本曰其次袁利用有限域上的置换
函数构造了一类关于 Levenshtein界的渐近最优码本遥参数对比表明袁这两类码本的构造参数和方法均为
新成果遥
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Abstract: Codebooks are signal sets with low mutual correlation. Those codebooks meeting the Welch bound or the Lev鄄
enshtein bound are mainly used to distinguish signals from different users in code-division multiple-access
(CDMA) systems, and can also be applied in compressed sensing, coding theory, and quantum computing. This
paper presents two new constructions of optimal and asymptotically optimal codebooks with respect to the Lev鄄
enshtein bound. Firstly, a new class of optimal codebooks with respect to the Levenshtein bound is constructed
using design-theoretic object nets and Hadamard matrices. Secondly, a new class of asymptotically optimal
codebooks with respect to the Levenshtein bound is constructed using permutation functions over finite fields.
Parameter comparisons demonstrate that the construction parameters and methods for these two classes of
codebooks represent novel contributions.
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码本是一类具有较低相关性的信号集，可以作为

传递信息的载体，起到信息保密的作用，所以构造参

数达到理论界限的最优码本是现代通信理论的重要

研究课题之一，因此，本文在现有研究基础上提出了

两类新码本，丰富了码本的理论。

对于参数为（N，K）的码本 C来说，最大内积相关值
Imax（C）越小，码本的应用越广泛，所以如何得到 Imax（C）
小的码本成为学者关注的重点。研究发现，码本参数

受到理论界限约束，N和 K 之间需要满足一定的界，

即 Welch界[1]和 Levenshtein界[2]。因此，构造参数达到

理论界限的最优码本在实际应用中是非常有意义的，

其中关于达到 Welch 界的最优码本的构造可参考文
献[3-4]。
目前，国内外学者对于达到 Levenshtein界的码本

的研究已有很多优秀成果：Wootters等[5]和 Xiang 等 [6]

构造了参数为（22m-1 + 2m，2m）的最优码本；Ding 等[7]和

Han等[8]构造了参数为（p2m + pm，pm）的最优码本；Zhou
等 [9]构造了参数为（22m-1 + 2m，2m）和（p2m + pm，pm）的最
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优码本；Calderbank 等 [10]和 Heng 等 [11]构造了参数为

（22m + 2m，2m）的最优码本。

然而，最优码本的构造较困难，因此，多位学者开

始尝试构造渐近达到 Levenshtein界的码本，即 Imax（C）
稍微大于 Levenshtein界，但当 N足够大时可以几乎达到
Levenshtein界。Xiang等[6]构造了参数为（22m + 2m，2m）

的渐近最优码本；Tan等[12]构造了参数为（p2m- 1，pm- 1）
的渐近最优码本；Heng等[13]构造了参数为（p2m- pm - 1，
pm - 2）的渐近最优码本；Tang等[14]和 Heng[15]构造了参

数为（p2m+ pm - 1，pm）的渐近最优码本；Wang等[16]构造

了参数为（p2 + p，p）和（p2m + pm - 1，pm）的渐近最优码

本；Han 等 [8]构造了参数为（p2m + pm，pm - 1）和（p2kmp +
pkmp，pkmp - h）的渐近最优码本。

1 基础知识

1.1 码本的相关概念及界

定义 1[1] 一个参数为（N，K）的码本 C是由字符
A 上的 N个单位复向量组成的集合{c0，c1，…，cN-1}，其
中，N表示码本的数量，K表示码本的长度，字符 A 的
大小即为码本 C的字符集大小，向量 cj称为码本的码
字，0臆j臆N - 1。

定义 2[1] 码本 C的最大相关幅度定义为

Imax（C）= max
0臆j屹j忆臆N-1

cj cj忆
H

式中，cj忆
H
表示复数向量 cj忆的共轭转置。

引理 1（Welch 界 [1]）对任意参数为（N，K）的码本
C，且 N逸K，有

Imax（C）逸 N - K
（N - 1）K姨

当且仅当对任意的 j屹j忆都有 cjcj忆
H = N - K

（N - 1）K姨 时，

等号成立。为方便起见，记 IW= N - K
（N - 1）K姨 。

引理 2（Levenshtein 界[2]）对任意参数为（N，K）的

实数码本 C，且 N > K（K + 1）
2 ，有

Imax（C）逸IL = 3N - K2 - 2K
（K + 2）（N - K）姨

式中，IL为 Levenshtein界。
对任意参数为（N，K）的复数码本 C，且 N > K2，有

Imax（C）逸IL = 2N - K2 -K
（K + 1）（N - K）姨

1.2 设计理论对象网和 Hadamard矩阵的相关知识
本节结合网的定义[17]和文献[18]中的定义 1，给出

定义 3，并给出有关行向量 h沂 s和二元向量 m的相
关内容。

定义 3 设 m =（m1，m2，…，ms2）为长度为 s2、模为

ks姨 的二元向量，其中 s 为偶数，k 为 s 的偶因子。记

上述 ts
k 个二元向量 m组成的集合为

M = m11，…，m ，m21，…，m ，…，mt1，…，m嗓 瑟

将 M分成 t 块，则每块中有 s
k 个二元向量

。mbi

表示在第 b 块中的第 i 个向量，其中，b = 1，2，…，t；

i = 1，2，…，sk 。

如果上述二元向量 m满足以下条件，则 M可以

构成一个（t，sk ；k）-网
：

（1）同一个块内的向量两两正交，即 mbi

T
mbi忆 = 0，其

中，1臆b臆t，1臆i屹i忆臆 s
k ；

（2）不同块中的任意两个向量满足 mbi

T
mb忆i忆 = k，其

中，1臆b屹b忆臆t，1臆i，i忆臆 s
k 。

Hadamard 矩阵 H是由 1 和-1 构成的，且满足
HHT = sIs的 s阶方阵，其中，HT是 H的转置，Is为 s 阶
单位方阵。H中任意两行（列）的内积是 0，同时 s满足
s = 1或 s = 2或 s以0（mod 4）。

定义 4[18] 令 h沂 s为任意行向量，m忆沂{0，1}
s2

为

任意长度为 s2、模为 s姨 的二元向量，定义 h沂 s 到

m忆的嵌入为 h尹m忆 =
s

r=1
移hrRr，其中，hr表示 h的第 r项，

Rr为
s2

中第 r位为 1，其余位置为 0的向量，{R1，R2，

…，Rs}为 m忆的基。具体定义向量的方法如下：m忆中
的第 1个非零项被 h中的第 1项代替；m忆中的第 2个
非零项被 h中的第 2项代替，以此类推。

下面用一个简单的例子解释上述定义。

例 1 m忆=（1，0，1，0，0，0，1，0，0）沂{0，1}9；
h =（1，-1，-1）沂 3；

h尹m忆 =（1，0，-1，0，0，0，-1，0，0）沂 9。

1.3 有限域及有限域上特殊函数的相关知识

本节回顾了关于有限域上特征和一些特殊函数

的相关知识，同时给出了有限域上置换函数特征和的

绝对值。

令 Fpn为 pn元有限域，其中 p 为素数方幂，n为正

整数；令 Tr1n（x）为 Fpn到 Fp的迹映射；记 灼p = e
2仔i
p
为 1
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的复 p 次根；令（Fp，+）的加法特征群为Fpn = {字d：d沂

Fpn }，其中，加法特征 字d：Fpn寅〈灼p〉定义为 字d（x）= 灼p
Tr1n（dx）

（x沂Fpn），字0 = 1称为平凡加法特征。

取 Fpn的一个本原元 酌，则 酌是 Fpn的乘法群 Fpn

*
=

Fpn \{0} =〈酌〉的一个生成元，记 Fpn的乘法特征群为Fpn
*
=

{鬃棕：0臆棕臆pn - 2}，其中，乘法特征 鬃：F pn
*
寅〈灼pn-1〉

定义为 鬃（酌棕）= 灼pn-1
棕
，（0臆棕臆pn - 2），鬃0 = 1称为平凡

乘法特征。

令 G 和 H 为阿贝尔群，函数 g：G寅H，对任意
a沂G，定义差分算子 驻g；a（x）= g（x + a）- g（x）。如果
对于任意 a屹1G，驻g；a是均匀分布的，则称函数 g 为完
全非线性函数。|G | = |H | 且函数 g 是完全非线性函
数，则 驻g；a对任意 a屹1G是一个置换函数。根据上述

置换函数 驻g；a，由文献[18]可以得到以下结论。
引理 3[19] 令 Fpn为 pn元有限域，其中，p 为素数方

幂，n为正整数，g（x）为 Fpn到 Fpn的一个函数满足 g（0）=

0，且对任意 y屹1，g（xy）- g（x）为 Fpn上的一个置换函

数。因此，对任意乘法特征 鬃沂Fpn

*
，加法特征 字沂Fpn，

d沂Fpn，有

x沂Fpn

*
移鬃（x）字（dg（x）） =

0 鬃屹鬃0，d = 0
1 鬃 = 鬃0，d屹0

pn姨 鬃屹鬃0，d屹0
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2 最优码本及渐近最优码本的构造

令 s 为偶数，k 为 s 的偶因子，对于 b逸 s2 + 2
2 可以

得到一个（b，sk ；k）-网，即

M = {m11，…，m ，m21，…，m ，…，mb1，…，m }。

如果 b > s2 + 2
2 ，则任取其中 s2 + 2

2 块，得到

乙蓸 s2 + 2
2 ，sk ；k 乙 蔀 -网，即
M = {m11，…，m ，…，m ，…，m }，

令 hl为 ks 伊 ks Hadamard矩阵的第 l行，其中 1臆
l臆ks.

定义二元向量 cj为

cj = 1
ks姨
（hl尹mbi） 1臆j臆 s4 + 2s2

2 （1）

式中，1臆l臆ks，1臆b臆 s2 + 2
2 ，1臆i臆 s

k 。

定理 1 令 C1 = c1，c2，…，c s4+2s2
2

嗓 瑟，其中，cj表达式
为式（1）。（N1 = s4 + 2s2

2 ，K1 = s2）码本 C1 是关于

Levenshtein 界的最优码本，且其字符集大小为 3，

Imax（C1）= 1
s 。

证明 所有二元向量 hl尹mbi的模均为 ks姨 ，其

中，1臆l臆ks，1臆b臆 s2 + 2
2 ，1臆i臆 s

k ，因此，C1中的

向量都是标准化的。根据C1的定义，C1中包含
s4 + 2s2

2 个

长度为 s2的码字，因此，N1 = s4 + 2s2
2 ，K1 = s2，字符集

大小为 3。

令 1臆b = b忆臆 s2 + 2
2 ，对于任意 c1，c2沂C1，其中

c1 = 1
ks姨
（hl尹mbi）

c2 = 1
ks姨
（hl忆尹mbi忆）

满足（l，i）屹（l忆，i忆）。若 i屹i忆，由定义 3可知，mbi和

mbi忆是正交的，即 mbi mbi 忆

T
= 0；如果 i = i忆，l屹l忆，由

Hadamard 矩阵的正交性可知 hl 和 hl忆是正交的，即

hlhl忆

T
= 0。因此，根据定义 3和定义 4，有|c1c2

H
| = 0。

令 1臆b屹b忆臆 s2 + 2
2 ，对任意 1臆i，i忆臆 s

k ；1臆l，

l忆臆ks，有

c1 = 1
ks姨
（hl尹mbi）

c2 = 1
ks姨
（hl忆尹mb忆i忆）

由定义 3可知，|c1c2
H
|臆 1

s 。令 Hadamard矩阵的第

一行为 hl，且满足 hl = hl忆，则有|c1c2
H
| = 1

s ，Imax（C1）= 1
s 。

C1为实值码本，且 N1 > K1（K1 + 1）
2 ，令 K1 = s2，

N1 = s4 + 2s2
2 ，得到 C1的 Levenshtein界为 1

s 。因此,

（N1 = s4 + 2s2
2 ，K1 = s2）码本 C1是关于 Levenshtein界

的最优码本。

关于寻找满足条件的 乙蓸 s2 + 2
2 ，sk ；k 乙 蔀 -网的问题，

可以参考文献[17]，利用网、横向设计、正交拉丁方

1 s
k 2 s

k b s
k

1 s
k

s2+2
2

1 s2+2
2

s
k
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块和正交阵列的等价性来解决。本文利用正交阵列

和网的等价性来解决 乙蓸 s2 + 2
2 ，sk ；k 乙 蔀 -网的存在性问

题。根据文献[17]可以得到以下等价结论：一个正交

阵列 OAk 乙蓸 s
k ，

s2 + 2
2 乙 蔀等价于一个 乙蓸 s2 + 2

2 ，sk ；k 乙 蔀 -
网（对偶结构）。因此，可以查看文献[17]中的表 4.19

和表 4.20 来确定 乙蓸 s2 + 2
2 ，sk ；k 乙 蔀 -网。

例 2 令 s = 2，k = 1，给出（3，2；1）-网M：
M = m11，m12，m21，m22，m31，m32嗓 瑟，
m11 =（1，1，0，0），m12 =（0，0，1，1）；
m21 =（1，0，1，0），m22 =（0，1，0，1）；
m31 =（1，0，0，1），m32 =（0，1，1，0）。
下面将（3，2；1）-网 M 和 Hadamard 矩阵 H =

1 1
1 -1蓘 蓡应用到上述构造中，得到（N1 = 12，K1 = 4）码

本 C1的字符集大小为 3，Imax（C1）= 1
2 ，其中

C1 = 乙嗓 1
2姨
（1，1，0，0）， 1

2姨
（0，0，1，1）， 1

2姨
（1，

-1，0，0）， 1
2姨
（0，0，1，-1）， 1

2姨
（1，0，1，0），

1
2姨
（0，1，0，1）， 1

2姨
（1，0，-1，0）， 1

2姨
（0，1，0，-1），

1
2姨
（1，0，0，1）， 1

2姨
（0，1，1，0）， 1

2姨
（1，0，0，-1），

1
2姨
（0，1，-1，0）乙 瑟
显然 C1是一个实值码本，且 N1 > K1（K1 + 1）

2 ，令

N1 = 12，K1 = 4，则 C1的 Levenshtein界为 1
2 。因此，上

述码本是一个关于 Levenshtein界的最优码本。
令 p 为素数方幂，n 为正整数，孜1，孜2，…，孜pn-1表示

Fpn
*
中所有元素，记 Epn-1为（pn - 1）维希尔伯特空间中

标准正交基集合，即

Epn-1 = {e1，e2，…，epn-1 }
e1 =（1，0，0，…，0，0）
e2 =（0，1，0，…，0，0）

epn-1 =（0，0，0，…，0，1）

令 g（x）为 Fpn到 Fpn的一个映射，满足 g（0）= 0，且
对任意 y屹1，有 g（xy）- g（x）为 Fpn上的一个置换函

数。对任意固定的非平凡加法特征 字沂Fpn ，定义

c鬃，d为

c鬃，d = 1
pn - 1姨

（鬃（孜1）字（dg（孜1）），

鬃（孜2）字（dg（孜2）），…，鬃（孜pn-1）字（dg（孜pn-1）））

（2）

式中：鬃沂Fpn
*
；d沂Fpn。

定理 2 令 C2 =
鬃沂Fpn

*
，d沂Fpn

*
胰 c鬃，d胰Epn，其中，c鬃，d的表

达式为式（2）。参数为（N2 = p2n - pn，K2 = pn - 1）的码
本 C2是关于 Levenshtein界的渐近最优码本，且字符

集大小为 p + 2，Imax（C2）= pn姨
pn - 1

。

证明 C2中每个码字均是标准化的，根据 C2定

义可知，C2包含了 p2n - pn个长度为 pn - 1 的码字，所
以 N2 = p2n - pn，K2 = pn - 1，字符集大小为 p + 2。

任取两个不同的向量 c鬃1，d1
，c鬃2，d2

沂C2，其中 鬃1，

鬃2沂Fpn
*
，d1，d2沂Fpn

*
，由引理 2可知

c鬃1，d1
c鬃2，d2

H =

1
pn - 1

pn-1

f=1
移鬃1鬃軍2（孜f）字（（d1 - d2）g（孜f）） =

pn姨
pn - 1

鬃1屹鬃2，d1屹d2

0 鬃1屹鬃2，d1 = d2

1
pn - 1 鬃1 = 鬃2，d1屹d2
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式中，鬃軍2表示 鬃2的共轭。

对任意的（鬃，d）和 f有

c鬃，d ef
H = 1

pn- 1姨

式中：鬃沂Fpn
*
；d沂Fpn

*
；1臆f臆pn - 1。

对于任意 1臆f1屹 f2臆pn - 1，有 e f1 ef2
H = 0，则

Imax（C2）= pn姨
pn - 1 。

C2显然为一个复数码本，且 N2 > K2
2，则 C2对应

的 Levenshtein界为

IL = 2N2 - K2
2 - K2

（K2 + 1)（N2 - K2）姨 = 1
pn- 1姨

显然有

lim
p寅肄

IL
Imax（C2）

= lim
p寅肄

pn - 1
pn姨 = 1
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因此，C2是关于 Levenshtein界的渐近最优码本。
注释 1 图 1给出了随着 K2 的增大，Imax（C2）和 IL

的吻合情况。记满足引理 3条件的集合为 G，即集合
中的函数均满足 g（0）= 0，且对于任意 y屹1，有 g（xy）-
g（x）为 Fpn上的一个置换函数，针对 G 的存在性问题，

有以下已知结果：

（1）g（x）= axu沂G，a屹0，gcd（u，pn - 1）= 1；

（2）L（x）=
n-1

淄=0
移av x

pv

沂Fpn [x]，L（x）为 Fpn上的置换多

项式，则 L（x）沂G；
（3）准（x）沂G 且 g（x）= axu，其中 a屹0，gcd（d，pn -

1）= 1，则（准 莓 g）（x）= 准（g（x））沂G；

（4）L（x）=
n-1

v=0
移av x

pv

沂Fpn [x]，L（x）为 Fpn上的置换

多项式，则 L（准（x））沂G。

3 结语

本文给出了关于 Levenshtein界的最优码本和渐
近最优码本的新构造。首先，利用设计理论对象网和

Hadamard矩阵构造了最优码本；然后，利用有限域上
的置换函数构造了一类关于 Levenshtein界的渐近最
优码本。根据与已有最优码本和渐近最优码本的参数

对比可知，本文中两类码本的构造参数和方法均为新

成果。
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图 1 定理 2中 Imax（C2）和 IL的吻合情况

Fig. 1 The matching behavior between Imax(C2) and IL in theorem 2
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