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Complexity analysis of time series based on order entropy
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Abstract: Traditional information entropy has certain limitations in analyzing the complexity of time series, as it does not
take into account the sequential relationship among successive elements. To address this issue, this paper pro鄄
poses an improved entropy. First, order entropy is defined to measure the uncertainty of the sequence of succes鄄
sive elements, and joint order entropy and average order entropy are further introduced to study the complex de鄄
pendency between two time series. Then, these entropy-based measurement methods are applied to random se鄄
quences following different distributions and to performance parameter sequences of aircraft engines to verify the
effectiveness of the improved method. The results show that the improved entropy can effectively measure the un鄄
certainty in time series, and the influence of time delay on order entropy and average order entropy is relatively
small.
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1948年，香农开创了信息论，并将通信过程中信
源信号携带的平均信息量定义为信息熵[1]，信息熵可

用于表示一个随机事件的不确定度。作为信息论中的

一个重要概念，熵已经广泛应用于通信[2]、生物学[3]、医

学[4]、经济学[5]和语言学[6]等领域，尤其是在时间序列分

析方面受到广泛关注。文献[7]基于熵理论更清晰地表
征了非平稳时间序列内部的同步性波动；文献[8]研究
了熵在金融时间序列中的应用。针对时间序列复杂性

分析这一研究热点，学者提出了多种度量时间序列复

杂性的算法，如：文献[9-10]指出近似熵能用于衡量信
号变化的稳定性；文献[11]利用样本熵检测时间序列

的自相似性；文献[12]介绍了排列熵通过符号化时间
序列中相邻几个元素间的关系来衡量序列的复杂性。

然而，这些传统熵度量存在一定的局限性，近似

熵与样本熵的稳定性较差，计算结果会随预设参数的

改变而产生显著变化，且还会受序列长度的限制[13]；排

列熵在对序列进行符号化时，只考虑嵌入子序列中元

素的排列顺序，忽视了序列自身取值相关的幅值信

息。此外，这些方法都未考虑序列中先后元素的相互

依赖关系和顺序关系，因此，有必要针对这一问题对

传统方法进行改进。

本文在信息熵的研究基础上，通过量化时间序列
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中先后元素的顺序关系，提出顺序熵（OE，order en原
tropy），将其扩展得到联合顺序熵（JOE，joint order en原
tropy）和平均顺序熵（AOE，average order entropy），并
将改进熵应用于服从不同分布的随机序列和航空发

动机的性能参数序列，以验证改进方法的有效性。

1 顺序熵的定义及其性质

1.1 顺序熵

一条序列有前向和后向之分，前向序列是指序列

中的元素从后向前排列，而后向序列则是指序列中的

元素从前向后排列。对于同时出现在给定方向的离散

序列 S = {uk，k = 1，2，…，L}（连续序列符号化）中的两
元素 ui和 uj，若 ui在 uj之前，且两元素之间无时间延

迟，则记为元素对（ui，uj），L 是序列的长度。很明显，序
列 S中共有 L - 1个这样的元素对。

给定序列 S中一元素 ui，假设满足上述元素对的

uj有 a种，每种元素对（ui，uj）在所有可能元素对中的

概率记为

p（ui，uj）= Num[（ui，uj）]
L - 1

（1）

式中，Num[（ui，uj）]为元素对（ui，uj）出现的次数。

依据信息熵的公式，元素 ui在给定序列 S中的顺
序熵为

Eui = -
j
移p（ui，uj）log p（ui，uj） （2）

顺序熵衡量了序列中先后元素顺序的不确定性，

即 Eui量化了序列中元素 ui后面元素 uj的不确定性。

考虑到序列方向的不同，序列中元素的顺序熵可以分

为前向顺序熵和后向顺序熵，在本文中主要考虑后向

顺序熵，即序列方向是后向的，除非另有说明，以下顺

序熵都是指后向顺序熵。

如给定一条序列：1 2 3 4 2 3 4 3 2 4 5 2 6，求 2的
顺序熵。序列中共有 12个元素对，各种元素对的概率
总和为 1，其中，（2，3）出现 2次，（2，4）出现 1次，（2，6）

出现 1 次，即 p（2，3）= 1
6 ，p（2，4）= 1

12 ，p（2，6）=

1
12 ，则 E2 = - 乙蓸 1

6 log 1
6 + 1

12 log 1
12 + 1

12 log 1
12 乙 蔀 =

0.309 6。
1.2 联合顺序熵

设 Y 1和 Y 2为 2 个随机变量，y1 =（ui，uj）和 y2 =
（um，un）分别是 Y 1和 Y 2的特定事件，其中，ui和 um是

两个确定且不相同的元素，由联合熵的概念 [14]，Y 1和

Y 2的联合集 Y 1Y 2的联合顺序熵可定义为

E（Y 1，Y 2）= -
y1
移

y2
移p（y1，y2）log p（y1，y2）=

-
j
移

n
移p（（ui，uj），（um，un））伊

log p（（ui，uj），（um，un）） （3）
其表示随机变量 Y 1和 Y 2共同发生时产生的总不确定

性，与联合熵性质[15]相同，联合顺序熵也满足“大于等

于每个独立熵，小于等于所有独立熵的和”（证明详

见 1.4节顺序熵的性质 2）。
1.3 平均顺序熵

所有元素顺序熵的平均值记为平均顺序熵，衡量

了一条序列关于所有先后元素的整体不确定性，平均

顺序熵值越大，序列整体越混乱。平均顺序熵的计算

公式为

EA = 1
L ui

移nui
Eui （4）

式中：ui的取值是序列中互不相同的元素；nui是 ui的

数量。

1.4 顺序熵的性质

性质 1 非负性与极值性。假设序列长度为 L，满
足元素对（ui，uj）的 uj有 a种可能，则 ui的顺序熵最大

值为 alog（L - 1）
L - 1

，最小值为 0。

证明 ui的顺序熵在 p（ui，uj）= 1时取得最小值
0，此时序列中 ui后面的元素 uj完全确定，且只有一种

可能，相应的序列可以是{ui，uj}（L = 2，uj屹ui）或{ui，

ui，…，ui}（L > 2，uj = ui）。

当（ui，uj）的 a种可能事件等概率出现时，元素 ui

的顺序熵取得最大值。当 x > 0时，易知 ln x臆x - 1，当
且仅当 x = 1时，等号成立。由于 p（ui，uj）> 0，则

j
移p（ui，uj）ln 1

（L - 1）p（ui，uj）
臆

j
移p（ui，uj） 乙蓸 1

（L - 1）p（ui，uj）
- 1乙 蔀 =

j
移 乙蓸 1

L - 1 - p（ui，uj）乙 蔀 = a
L - 1 -

j
移p（ui，uj）

当且仅当 1
（L - 1）p（ui，uj）

= 1时，等号成立。

由于对任意 uj，有 p（ui，uj）逸 1
L - 1 ，则

a
L - 1 -

92- -
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j
移p（ui，uj）臆 a

L - 1 - a
L - 1 = 0，即

j
移p（ui，uj）伊

ln 1
（L - 1）p（ui，uj）

臆0。

根据对数的性质可得

Eui = -
j
移p（ui，uj）ln p（ui，uj）臆

j
移p（ui，uj）ln（L - 1）= ln（L - 1）

j
移p（ui，uj）

则-
j
移p（ui，uj）log p（ui，uj）臆log（L - 1）

j
移p（ui，uj），当

且仅当 p（ui，uj）= 1
L - 1 时，等号成立，此时可得

log（L - 1）
j
移p（ui，uj）= alog（L - 1）

L - 1

综上，Eui
的最大值为 alog（L - 1）

L - 1
，且在（ui，uj）的 a

种可能事件为等概率时取得。

性质 2 对任意随机变量 Y 1和 Y 2，E（Y 1，Y 2）为其

联合集 Y 1Y 2的联合顺序熵，则 max[E（Y 1），E（Y 2）]臆
E（Y 1，Y 2）臆E（Y 1）+ E（Y 2），当且仅当 Y 1和 Y 2独立时,
等号成立。

证明 对于序列中的两个元素 ui和 um，记 y1 =（ui，

uj），y2 =（um，un），则

E（Y 1，Y 2）= -
y1
移

y2
移p（y1y2）log p（y1y2）=

-
y1
移p（y1）

y2
移p（y2|y1）伊 [log p（y1）+

log p（y2|y1）] = -
y1
移p（y1）log p（y1）伊

y2
移p（y2|y1）-

y1
移p（y1）伊

y2
移p（y2|y1）伊

log p（y2|y1）= E（Y 1）+ E（Y 2|Y 1）

因此，E（Y 1，Y 2）逸E（Y 1）。同理可得，E（Y 1，Y 2）逸
E（Y 2）。

由条件作用使熵变小可得 E（Y 2|Y 1）臆E（Y 2），即

E（Y 1，Y 2）臆E（Y 1）+ E（Y 2），当且仅当 Y 1和 Y 2独立

时，等号成立。

性质 3 给定序列中某元素 ui，改变序列中任意

两个元素对（ui，uj）和（ui，uk）的位置得到一个新序列，

改变前后两序列中 ui的顺序熵 Eui
不变。

证明 根据顺序熵的定义易知，ui的顺序熵 Eui只

与序列中元素对（ui，uj）的总体分布特性有关，而与其

出现位置无关。

性质 4 设 ui为序列 S 中任一元素，c 为任一不
为 0的实数，则序列 S中元素 ui的顺序熵 Eui

、序列 cS
中元素 cui的顺序熵 Ecui和序列 S + c 中元素 ui + c 的
顺序熵 Eui+c相等。

证明 元素 ui，cui和 ui + c分别在序列 S、cS和 S +
c 中与其后面的元素 uj、cuj和 uj + c构成元素对（ui，uj）、

（cui，cuj）和（ui+ c，uj + c），3 种元素对在 3 个序列中的
概率分布相同，所以其顺序熵相等。

2 不同分布中的顺序熵

例 1 设随机变量 Y 1，Y 2，…，Yn独立，服从泊松

分布，泊松分布的概率密度函数为

f（x，兹）= 兹 x

x! e-兹 x = 0，1，2，…

若 S =（Y 1，Y 2，…，Yn）是独立同分布的连续取值

型随机变量序列，即 S =（0，1，…，n - 1），假设对于某
序列中一元素 ui，其后面元素 uj的取值对应随机变量

序列 S，则

Eui = -
n-1

uj=0
移p（ui，uj）ln p（ui，uj）= -

n-1

x=0
移 兹 x

x鄞e-兹ln 兹
x

x鄞e-兹

当序列 S的长度为无穷大时，将求和从有限项推
广到无限项，由泰勒展开式

e兹 =
肄

x=0
移 兹 x

x鄞
可得

Eui = -e-兹
肄

x=0
移 兹 x

x 鄞（-兹 + xln 兹 - ln x 鄞）=

兹（1 - ln 兹）+ e-兹
肄

x=0
移 兹 x

x 鄞ln x 鄞

例 2 设随机变量 Y 1，Y 2，…，Yn，…独立，服从指

数分布，指数分布的概率密度函数为

f（y，姿）= 姿e-姿y y > 0
若 S =（Y 1，Y 2，…，Yn）是取实数值的连续函数序

列，假设对于某序列中一元素 ui，其后面元素 uj的取

值对应随机变量序列 S，则

Eui = -
肄

0乙 姿e-姿yln（姿e-姿y）dy =

-姿
肄

0乙 e-姿y（ln姿 - 姿y）dy =

-姿（ln姿
肄

0乙 e-姿dy - 姿
肄

0乙 ye-姿ydy）=

-姿（ln姿 伊 1
姿 - 姿 伊 1

姿2 ）= 1 - ln 姿
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图 1 模拟序列的顺序熵

Fig.1 Order entropy of the simulated sequences
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图 2 爬升阶段 4个序列的顺序熵

Fig.2 Order entropy of the four sequences during the climb phase
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例 3 选择随机生成服从均匀分布序列 S1、几何

分布序列 S2、泊松分布序列 S3和高斯白噪声序列 S4

作为样本，数据长度均为 400，计算序列中元素的顺序
熵。为了消除不同样本数据间数量级的不同，进行数

据缩放，使数据处于同一数量级[16]。4条序列的顺序熵
曲线如图 1所示。

从图 1 中可以看出：序列 S1的顺序熵值集中在

（0.3，0.7）范围内波动；序列 S2的顺序熵曲线总体呈下

降趋势，速度先快后慢，最后趋于平缓；序列 S3和序列

S4的顺序熵曲线形状类似，随着序列元素值的增大，元

素的顺序熵先增大到峰值后减小，不同的是，序列 S4

的顺序熵值比 S3的变化更混乱，S3的顺序熵曲线更平

滑，则序列 S4中元素先后顺序的不确定性更强。

事实上，高斯白噪声序列在任意两个时刻的随机

变量均不相关，序列没有任何有用的规律，是随机性

最强的序列[17]。顺序熵结果与理论上序列复杂性趋势

基本相符，说明顺序熵可以在一定程度上反映序列的

复杂性。

3 熵测度在航空发动机数据中的应用

本节选取航空发动机性能参数序列验证顺序熵、

联合顺序熵和平均顺序熵在时间序列复杂性分析方

面的有效性。

航空发动机有若干典型参数可反映发动机的健

康状态[18]：低压转子转速 N1，高压转子转速 N2，发动

机压力比（EPR，engine pressure ratio），排气温度（EGT，
exhaust gas temperature）。飞机运行一般分为 3个阶段，
即爬升、巡航和下降阶段，因此，每种参数序列可按上

述 3个阶段进行划分。
3.1 航空发动机参数序列的复杂性分析

首先，可利用 Matlab求得任一海拔高度下每条序
列中元素的顺序熵。当巡航阶段海拔高度为 27 597 ft
（1 ft = 0.304 8 m）和 27 599 ft时，分别对应 EGT序列
中的第 1个元素 u1 = 396.5和第 20个元素 u20 = 395.5，
则可分别求得 EGT 序列中 2 个随机变量 Y 1：y1 =
（396.5，uj）和 Y 2：y2 =（395.5，un）的顺序熵

Eu1
= E（Y 1）= 0.222 62

Eu20
= E（Y 2）= 0.229 53

同时，计算得到 2个随机变量的联合顺序熵为
E( u1，u20 ) = E（Y 1，Y 2）= E（Y 2）+ E（Y 1|Y 2）=

0.229 53 + 0.002 83 = 0.232 36
上述结果满足性质 2，即在 EGT序列中，2个随机

变量 Y 1和 Y 2共同出现产生的总不确定性要大于任一

变量产生的不确定性，但小于其单独产生的不确定性

的和。

然后，分别选取爬升、巡航和下降 3 个阶段中长
度为 400的 N1、N2、EPR和 EGT序列，得到图 2—图
4的顺序熵曲线。

从图 2中可以看出：在爬升阶段中，4个序列的顺
序熵曲线趋势基本相同，中段相对稳定，两侧波动密

集，但 N1和 N2序列的顺序熵曲线在序列元素值较大
时波动更明显，而 EPR和 EGT则在序列元素值较小

94- -
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图 5 爬升阶段 N1序列在 子沂[1，50]下的顺序熵

Fig.5 Order entropy of theN1 sequence for 子沂[1，50] during the climb

phase
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图 6 爬升阶段 4条序列在 子沂[1，50]下的平均顺序熵

Fig.6 Average order entropy of the four sequences for 子沂[1，50]

during the climb phase
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图 4 下降阶段 4个序列的顺序熵

Fig.4 Order entropy of the four sequences during the descent phase
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表 1 巡航阶段 4条序列的平均顺序熵
Tab.1 Average order entropy of the four sequences during the cruise

phase

发动机性能参数序列 平均顺序熵

N1序列 0.298 70
N2序列 0.421 02
EPR序列 0.346 19
EGT序列 0.357 28

（a）N1序列 （b）N2序列
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（c）EPR序列 （d）EGT序列
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图 3 巡航阶段 4个序列的顺序熵

Fig.3 Order entropy of the four sequences during the cruise phase
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时波动更明显。

从图 3中可以看出：在巡航阶段中，随着序列元
素值增大，N1、N2、EPR序列的顺序熵曲线较为接近，
都是先局部变化明显随后趋于平缓，而 EGT序列的顺
序熵曲线较不稳定，呈现频繁的升降变化。

从图 4 中可以看出：在下降阶段中，N1和 N2序
列的顺序熵曲线仍较为相似，EPR和 EGT也呈现出相
似趋势，随着序列元素值增大，N1 和 N2 序列顺序熵
曲线变化与爬升阶段一致，EPR和 EGT序列的顺序熵
值先经历剧烈波动，随后逐渐趋于稳定。

由上述结果看出，在 3 个阶段中，N1 和 N2 序列
的顺序熵变化趋势基本一致，且 N2值整体高于 N1值。

实际上，当发动机启动时，先启动涡轮带动压气机和

燃烧室，使高压转子转动到一定转速才能供油，随后

带动低压转子运转，因此，N1和 N2序列存在相关性，
顺序熵的分析结果也反映了这一联系。

进一步计算巡航阶段 4 条参数序列的平均顺序
熵，结果如表 1所示。其中，N2序列的平均顺序熵值最
大，与图 3中顺序熵曲线一致，图 3中 N2序列具有较
高顺序熵值的元素更多，说明其后续元素的不确定性

更大，序列复杂性更强。

3.2 时间延迟对熵测度的影响

为分析时间延迟 子对顺序熵和平均顺序熵的影
响，计算爬升阶段 N1序列各元素在不同时间延迟 子（子
从 1~50等距取 50个值）下的顺序熵，如图 5所示。计
算爬升阶段 N1、N2、EPR和 EGT 4条序列的平均顺序
熵，如图 6所示。
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随着时间延迟的增加，图 5 中 N1 序列多数元素
的顺序熵趋于一个定值，图 6中 4条序列的平均顺序
熵曲线基本保持稳定。这说明时间延迟对顺序熵和平

均顺序熵的影响较小，2种熵均具有较好的鲁棒性。

4 结语

本文从考虑序列中元素先后顺序的角度，提出了

一种用于分析时间序列复杂性的改进熵方法。元素 ui

的顺序熵衡量了序列中先后元素构成的元素对（ui，uj）

的不确定性，元素 ui的顺序熵越大，表明其后续元素

uj的不确定性越大；平均顺序熵是序列中所有元素顺

序熵的平均值，用于衡量一条序列整体的不确定性，

序列的平均顺序熵越大，表明序列中有更多元素其后

续元素的不确定性越大，序列整体越混乱，即序列的

复杂性越强。另外，将改进的熵应用于服从不同分布

的序列和航空发动机实际数据，验证了新方法对分析

时间序列复杂性的有效性，结果还表明，时间延迟对

顺序熵和平均顺序熵的影响较小。

未来的研究可进一步尝试对本文的研究方法进

行优化和扩展，如针对数据有限的情况引入可变的时

间延迟，或探究本文方法在图和网络上的应用。
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