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离散力学最优控制的车载旋翼无人机轨迹
优化算法
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摘要： 在无人机与地面车辆协同作业的背景下，旋翼无人机执行相关任务时往往需要通过必

经点或躲避障碍物，轨迹的波动增多给路径规划带来更多挑战。针对该问题提出一种改进的

离散力学最优控制（discrete mechanics and optimal control，DMOC）轨迹优化算法，该方法将

最优控制问题转化为非线性规划问题。考虑到车载旋翼无人机的续航时间，在保证遍历条件

下，以时间最短为优化目标。在算法实现过程中，提出根据误差因子大小调整离散步长，再进

行近似相关积分，有效解决了轨迹波动的问题。实验结果表明，该方法在保证遍历所有必经

点的同时，提高了最优轨迹的平滑度，也为其他智能体的轨迹优化提供参考。
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Abstract： In the context of cooperative operation between UAV and ground vehicle， rotor UAV often 

needs to pass through necessary points or avoid obstacles when executing related tasks， which 

increases the trajectory fluctuation and brings more challenges to path planning. To solve this problem， 

an improved discrete mechanics and optimal control （DMOC） trajectory optimization algorithm was 

proposed， which transformed the optimal control problem into a nonlinear programming problem. 

Considering the endurance time of vehicle-mounted rotor UAV， the shortest time was set as the 

optimization objective under guaranteed traversal conditions. In the process of the algorithm 

implementation， an approach was proposed to adjust the distance walk length according to the size of 

the error factor， and then approximate correlation integral， which effectively solved the problem of 

trajectory fluctuation. The experimental results show that this method can improve the smoothness of 

the optimal trajectory while ensuring that all the necessary points are traversed，and also provides a 

reference for the trajectory optimization of other agents.
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旋翼无人机与地面车辆协同作业是空地

协同的典型代表，其广泛应用于应急救援［1］、智

能交通［2］和复杂环境探索［3］等民用领域［4］。现

阶段由于电池技术的限制，无人机的续航时间

都相对较短，无人机在执行相关任务的时候，

有必要提前规划出一条最优路径，从而减少不

必要的时间。

旋翼无人机执行相关任务时往往需要通

过必经点或躲避障碍物，从而使轨迹的波动增

多，给路径规划带来更多挑战。目前，关于轨

迹优化算法的研究有很多，如迪杰斯特拉（Di‐

jkstra）［5］和 A*算法［6］等，每种算法都有其特定

的应用场景和优势。四旋翼无人机是典型的

欠驱动、多变量、强耦合系统［7］，建立准确的数

学模型较为困难，而DMOC不需要无人机的准

确模型，可直接将无人机轨迹优化为非线性规

划问题，并找到具有全局收敛性的全局最优

解。Junge等［8］在 2005年提出一种离散力学最

优控制方法，并证明了此方法的可行性。高磊

等［9］在目标函数中加入惩罚项使控制力平滑，

解决了原始 DMOC 算法在求解优化问题时容

易产生控制力震荡的问题，但在求解过程中容

易陷入局部最小值。王丹［10］提出多相DMOC，

通过对轨迹优化进行分段处理，提高了最优轨

迹生成效率，初步解决了局部最小值问题，并

应用到了无人机上，但在处理较为平滑的函数

时会因分段策略而增加计算时间。综上，

DMOC还存在诸多不足需要改进。

本文针对空地协同作业环境下车载旋翼

无人机的轨迹优化问题进行研究。原始

DMOC 算法在优化过程中仅聚焦于最小化路

径耗时，在函数波动较大的情况下存在显著局

限：步长设置过大易引发误差扩大，步长设置

过小则显著增加计算时间复杂度。为有效解

决这一问题，本文提出一种自适应步长调整策

略的 DMOC 方法进行更高效、更精准的轨迹

规划。

1　原始DMOC方法描述

一个普遍的优化问题可以描述为：在已知

初始和终止状态下，求系统最少消耗时间 t和系

统的最小控制力 f，使得目标函数J达到最优［11］。

定义系统的状态方程

q̇(t)= f (q(t)τ(t)) （1）

式中：q(t)为系统的控制输入；τ(t)为系统的总消

耗时间。

考虑一个空间 Q 中的力学系统，在时间

[t0 t1 ] 内 ，系 统 受 力 f 的 控 制 由 初 始 状 态

(q(t0 )q̇(t0 )) 经 曲 线 q(t)ÎQ 到 达 终 止 状 态

(q(t1 )q̇(t1 ))的目标函数。

J (qf )=Φ0 (q(t0 )q̇(t0 ))+ ∫
t0

t1

C(q(t)q̇(t)f (t))dt +

Φ1 (q(t1 )q̇(t1 ))

（2）

式中：C为动态成本函数；Φ为状态成本函数。

系统运动过程中的 q(t)应满足 Lagrange-
D’Alembert（拉格朗日-达朗贝尔）［8］原理，即

δ ∫
t0

t1

L(q(t)q̇(t))dt + ∫
t0

t1

f (t)δq(t)dt = 0 （3）

式中：所有变量 δq（·）均满足 δq(t0 )= δq(t1 )= 0，

L为拉格朗日量，定义为系统动能T与势能V的

差，即：L(q(t)，q̇(t))= T (q̇(t))-V ( )q ( )t 。

DMOC方法是对系统的目标函数和约束，

同时直接利用拉格朗日-达朗贝尔原理离散

化，将连续的状态空间 TQ 替换为离散状态空

间Q ´Q，将路径 q：[01] ®Q在时间点[t0 t1 ]上

离散成 qd：{0h2hNh}®Q，其中h为离散步

长，N为初始到末态指定时间段内的离散步数，它
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们之间满足 t1- t0=Nh。DMOC简单的离散化过

程如下［12］：

1）离散的拉格朗日-达朗贝尔原理

离散的拉格朗日-达朗贝尔原理为在每个

时间步长内，所有外力和惯性力对系统可能的

虚位移所做的虚功之和为零。利用离散的拉

格朗日-达朗贝尔原理对式（3）中的路径 qd 进

行限制以满足

δ∑
k = 0

N - 1

Ld (qk qk + 1 )+ ∑
k = 0

N - 1

( f -
k δqk + f +

k qk + 1 )= 0（4）

其中：Ld (qk qk + 1 )是离散的拉格朗日量，定义为

Ld (qk qk + 1 )= hL(
qk + 1 + qk

2


qk + 1 - qk

h
)。

所有变量 qd均满足 δq0 = δqk = 0。因此得到

离散Euler-Lagrange（欧拉-拉格朗日）等式为

D2 Ld (qk - 1 qk )+D1 Ld (qk qk + 1 )+ f +
k - 1 + f -

k = 0（5）

式中：Di，i=1，2为对第 i项求偏导；f +
k - 1和 f -

k 分别

为第 k 步的左、右离散力，且满足梯形算法 f -
k =

f +
k =

h
2

( fk+ fk+1 )近似相关积分［10］，k=12N-1。

2）离散边界条件

为了保证内部点连续的边界条件，需要添

加离散边界条件：q(t0 )= q0，q̇(t0 )= q̇0，q(t1 )= q1，

q̇(t1 )= q̇1。详细的离散 Legendre（勒让德）变换

使用方法可参考文献［12］。使用离散勒让德

变换，离散边界条件可表示为

D2 L(q0 q̇0 )+D1 Ld (q0 q1 )+ f -
0 = 0 （6）

-D2 L(qN q̇N )+D2 Ld (qN - 1 qN )+ f +
N - 1 = 0 （7）

3）离散目标函数

离散的拉格朗日量 Cd 在每一个时间步长

[ kh(k + 1)h]内，状态空间上的公式可以近似地

描述为

Cd (qk qk + 1 fk fk + 1 )» ∫
kh

(k + 1)h

C(qq̇t)dt =

hC(
qk + 1 + qk

2


qk + 1 - qk

h


fk + 1 + fk

2
) （8）

因此对式（2）目标函数整体离散化可表示为

Jd (qd fd )= ∑
k = 0

N - 1

Cd (qk qk + 1 fk fk + 1 ) （9）

2　基于变离散步长改进的DMOC

算法

原始DMOC的近似相关积分使用的步长 h

为定值，但是由于函数往往未知，在给定精度

条件下，步长 h难以确定，h太大，精度达不到；h

太小，计算量大导致系统延迟。为避免定步长

在处理波动较多的函数时出现误差，提出基于

自适应离散步长改进的DMOC方法，引入精度

判断因子 ξξÎ [01]，如式（10）所示。

ξ =

|
|
||||

|
|
|||| hn

2
fk + 1/2 -

hn

4
( fk + fk + 1 )

|
|
||||

|
|
|||| hn

2
fk + 1/2 +

hn

4
( fk + fk + 1 )

（10）

当 式（10）中
hn

2
fk + 1/2 ® 0 时 ，则 hn ® 0，

ξ » 1，精度判断因子 ξ数值越接近 1，近似相关

积分越准确；当精度判断因子 ξ大于阈值 ξ0 时，

开启自适应步长近似相关积分，否则使用定步

长近似相关积分，考虑到计算量，本文ξ0取0. 5。

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

h0

4
( fk + fk + 1 )ξ ≤ ξ0

hn

4
( fk + fk + 1 )+

hn

2
fk + 1/2 ξ > ξ0

（11）

式中：hn为将步长h进行n等分。

加入自适应步长近似相关积分离散后的目

标函数可表示为
Jd (qd fd )=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∑
k = 0

N - 1

Cd (qk qk + 1 fk fk + 1 )ξ≤ ξ0

∑
k = 0

N - 1

Cd (qk qk + 1 qk + 1/2 fk fk + 1 fk + 1/2 )ξ> ξ0

（12）
经过上述步骤，机械系统转换需满足式

（5）—（7）3个约束条件，最终达到最小离散代价

函数式（9）的非线性规划问题。

最后，在 AMPL 软件中建立求解模型，使

用开源非线性控制解算器 SQP 进行求解［13］，

DMOC求解过程流程图如图1所示。

3　四旋翼无人机器轨迹优化

3.1　坐标系定义和变换坐标系定义和变换

四旋翼无人机是典型的非线性系统，具有
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高耦合、多变量的特点［14］。为了清楚地描述无

人机的当前姿态和空间位置，通常建立满足笛

卡尔右手原则［15］的机体坐标系 Sb - oxyz和惯性

坐标系 Si - oxyz，由机体坐标系 Sb 转换到惯性

坐标系Si的转换矩阵为

R I
B =Rz (ψ)Ry (θ)Rx (ϕ)=

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úCθCψ SθSϕCψ -CϕSψ CϕSθCψ + SϕSψ

CθSψ SϕSθSψ +CϕCψ CϕSθSψ - SϕCψ

-Sθ SϕCθ CϕCθ

（13）

式中：C(·)和 S(·)分别为余弦函数和正弦函数，

建立简化的四旋翼非线性动力学模型如式

（14）所示。

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ẋ = vx

ẏ = vy

ż = vz

v̇x =[U1 (CϕSθCψ + SϕSψ )-Kd ẋ]/m

v̇y =[U1 (CϕSθSψ - SϕCψ )-Kd ẏ]/m

v̇z = (U1CϕCθ -mg -Kd ż)/m

ϕ̇ = p

θ̇ = q

ψ̇ = r

ṗ = [ ]IU2 + (Iy - Iz )qr /Ix

q̇ = [ ]IU3 + (Iz - Ix )pr /Iy

ṙ = [ ]IU4 + (Ix - Iy )pq /Iz

（14）

3.2　空地协同中四旋翼无人机任务描述空地协同中四旋翼无人机任务描述

在空地协同飞行器任务（如图 2 所示）中，

假设无人机在 8 m 高的平面上进行巡航任务，

在（8，2. 5，7）悬停点开始返航，在返航的过程中

要躲避圆心为（4，1，0）、半径为0. 6 m、高为6 m、

的圆柱障碍区域，同时无人车在（0. 6，5. 5，0）

出发以 0. 36 m/s的速度做直线运动，无人机最

终降落到移动的无人车上。将实际问题需求

利用改进的DMOC方法转化为数学问题，可描

述为满足以下条件的非线性规划问题。

根据无人机特性，设无人机有三自由度，

即坐标 (xyz)，初始和终止条件为

ì
í
î

(x(0)y(0)z(0))= (82. 57)

(ẋ(0)ẏ(0)ż(0))= (000)
（15）

ì
í
î

(x(1)y(1)z(1))= (05. 5 - 0.  36t0)

(ẋ(1)ẏ(1)ż(1))= (000)
（16）

根据四旋翼无人机的非线性动力学方程

式（14）确定该系统的状态向量为

x(t)=[x  y  z  vx  vy  vz  ϕ  ϕ  θ  ψ  p  q  r］T （17）

系统控制输入向量为

U = [U1 U2 U3 U4 ]
T

（18）

为保证无人机的飞行安全，无人机姿态角

限制在 é
ë
êêêê -

π
2

π
2
ù
û
úúúú区间，无人机控制输入限制在

[012 000 r/min ]区间。图1　DMOC求解过程流程图

图2　空地协同飞行器任务
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无人机的运动由连续时间状态方程描述为

ẋ(t)= f (x(t)u(t)t) （19）

式中：x(t)为无人机的状态向量；u(t)为控制输

入向量；t为时间。

系统的拉格朗日量函数定义为 L(qq̇)=

1
2

m(ẋ2 + ẏ2 + ż2 )-mgh，其中 q = (xyz)，m为无人

机质量。在控制力 fx、fy、fz 作用下，无人机从起

始点迅速抵达目的地。为使无人机系统消耗

时间最短，系统的目标函数为

J = τ + λ ∫
t0

t1

( f 2
x + f 2

y + f 2
z )dt （20）

其中：τ为从初始时间 t0 到最终时间 t1 的时间

差，初始时间 t0 = 0 s；λ为一个权重因子，平衡时

间成本和控制成本。

控制力表示为

f (t)=
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷
U1 (CϕSθCψ + SϕSψ )

U1 (CϕSθSψ - SϕCψ )

U1CϕCθ -mg

（21）

利用
h
2

( fk + fk + 1 )梯形算法近似相关积分对

系统进行离散化。

离散后的目标函数为

Jd = τ + λ
h
4 ∑

k = 0

N - 1
é
ë( )fxk + 1 + fxk

2

+ ( )fyk + 1 + fyk

2

+

ù
û( )fzk + 1 + fzk

2
（22）

加入自适应步长近似相关积分离散后的

目标函数为

Jd =

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

τ + λ
h0

4 ∑
k = 0

N - 1é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú( )fxk + 1 + fxk

2

+ ( )fyk + 1 + fyk

2

+

( )fzk + 1 + fzk

2
ξ ≤ ξ0

τ + λ
hn

4 ∑
k = 0

N - 1é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú( )fxk + 1 + fxk

2

+ ( )fyk + 1 + fyk

2

+

( )fzk + 1 + fzk

2
+ λ

hn

2 ∑
k = 0

N - 1
é
ë

ù
û( )fxk + 1/2

2

+ ( )fyk + 1/2

2

+ ( )fzk + 1/2

2

ξ > ξ0

（23）

离散后的约束条件为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

M
h

é

ë

ê
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式中：M =
é
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úm 0 0
0 m 0
0 0 J

为系统的质量矩阵。

考虑到无人机的特殊性，在实际应用环境

中难免会存在禁飞区或障碍物，所以在实验中

设定禁飞区圆心为（4，1，0）、半径为0. 6 m、高为

6 m的圆柱形区域。

4　仿真实验与分析

仿真实验以四旋翼无人机为仿真对象，首

先在AMPL中创建求解模型，结合非线性控制

解算器 SQP 进行求解，最后在 MATLB 中拟合

出最优轨迹（求解环境：Intel core i5-11400 @

2. 60 GHz，8 GB 内存，操作系统为 Windows 

11，处理器为64 bit）。
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对改进的DMOC、原始DMOC生成的轨迹

和路径规划 Dijkstra算法三者进行对比。数值

仿真试验统一使用解算器 SQP进行求解，退出

迭代条件为满足违反约束条件和目标函数的

容许误差小于 10-6。生成的改进 DMOC、原

始 DMOC 和 Dijkstra 算法产生的三维轨迹以

及轨迹的 X-Y 关系分别如图 3、4 所示，轨迹

的姿态-时间关系对比如图 5 所示，主要数

据对比如表 1 所示。

在同样的初始条件、约束条件、边界条件

下，改进DMOC、原始DMOC和Dijkstra算法均

可找到相对光滑的最优轨迹。在图 4 轨迹的

X-Y图中可以明显看出，Dijkstra算法直接穿越

了障碍区域，而改进 DMOC 和原始 DMOC 都

完全绕过了障碍区域。通过图 4 可以得出，在

降落末端，由于降落目标点变化，需要无人机

实时做出更改，会存在较大的波动，改进

DMOC 明显优于原始 DMOC，更接近需要降

落的移动目标点。由于无人机姿态角限制在

é
ë
êêêê -

π
2

π
2
ù
û
úúúú区间，所以，根据图 5可知，Dijkstra算

法的横滚和俯仰姿态均出现不可控现象，原始

DMOC 算法在俯仰姿态控制中出现一小段不

可控现象，而改进 DMOC 的姿态变化曲线满

足约束条件完全可控。根据表 1 可知，相比

于原始的 DMOC 算法，加入精度判断因子的

改进 DMOC 算法，在求解的过程中所需离散

点个数更少，计算量更小，迭代次数更多，所

用时间更短，得到的轨迹曲线更加准确、光

滑、可控。

表1　主要数据对比

算法

改进DMOC

DMOC

Dijkstra

离散点数/个

20

24

120

迭代次数/次

130

121

1 004

计算时间/s

0. 203 0

0. 238 0

70. 324 5

图5　轨迹的姿态-时间关系对比图

图3　改进DMOC、原始DMOC和Dijkstra算

法产生的三维轨迹

图4　轨迹的X-Y关系
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5　结论

本文利用原始 DMOC 方法将最优控制问

题转化为非线性规划问题，并应用到了空地协

同车载无人机轨迹优化问题中。原始 DMOC

采用的定步长离散化，在处理波动剧烈的曲线

时容易导致误差和计算量大问题，本文提出变

步长改进的DMOC算法，在离散的过程中根据

误差因子大小调整离散步长。实验结果表明，

相比原始 DMOC 和 Dijkstra 轨迹优化算法，在

轨迹优化过程中，该方法在保证遍历所有必经

点的同时，更加平滑，用时更短，可为车载无人

机提供最优轨迹，具有一定的实际工程应用

价值。
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