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基于 Ｓａｌａｇｅａｎ￣ｑ 微分算子
关于对称共轭点的倒单叶调和函数类
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摘　 要:基于 Ｓａｌａｇｅａｎ 微分算子与 ｑ￣微分理论ꎬ构建了复平面单位圆盘内的一类关于对称共轭点的新型倒结构单叶调

和函数类ꎬ得到了该类函数的单叶保形条件及精确的系数估计ꎬ并推导出偏差定理与覆盖定理ꎬ进一步ꎬ给出了极值函

数.研究证明ꎬ当参数取特定值时ꎬ所得结果可退化为经典的对称共轭点星象调和函数类的结论ꎬ推广了已有研究成果.
该研究为调和映射的算子理论与对称共轭点的问题提供了新的研究思路.
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１　 引言

　 　 令 ℂ 表示复平面ꎬ Ａ 表示在单位圆盘 U＝ { ｚ ∈ ℂ : ｜ ｚ ｜ < １} 内解析的函数 ｈ 的全体ꎬ且 ｈ 具有形式为

ｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
ａｋｚｋꎬ (１)

其中 ａｎ 为实数[１] .
１９５９ 年ꎬＳａｋａｇｕｃｈｉ [２]引入了关于对称点的星象函数类 Ｓ∗

ｓ .函数 ｈ ∈ Ｓ∗
ｓ 当且仅当
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Ｒｅ ｚｈ′ ( ｚ)
ｈ( ｚ) － ｈ( － ｚ)

> ０ꎬ　 　 　 ｈ ∈ Ａ.

１９８７ 年ꎬＥｌ￣Ａｓｈｗａ 和 Ｔｈｏｍａｓ [３]引入了关于共轭点的星象函数类 Ｓ∗
ｃ 和关于对称共轭点的星象函数类 Ｓ∗

ｃｓ

如下:

ｈ ∈ Ｓ∗
ｃ ⇔Ｒｅ ｚｈ′ ( ｚ)

ｈ( ｚ) ＋ ｈ—( ｚ—)
> ０ 及 ｈ ∈ Ｓ∗

ｓｃ ⇔Ｒｅ ｚｈ′ ( ｚ)
ｈ( ｚ) － ｈ—( － ｚ—)

> ０.

１９０８ 年ꎬＪａｃｋｓｏｎ[４]定义了具有形式(１)的解析函数 ｈ 的 ｑ￣微分算子如下(可详见文献[５￣８])ꎬ

Ｄｑｈ( ｚ) ＝
ｌｉｍ
ｑ→１－

ｈ( ｚ) － ｈ(ｑｚ)
(１ － ｑ) ｚ

ｑ ≠ １ꎬｚ ≠ ０ꎬ

ｈ′ ( ｚ)ꎬ ｑ ＝ １ꎬｚ ≠ ０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

其中

Ｄｑｈ( ｚ) ＝ １ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
[ｋ] ｑａｋｚｋ

－１ ꎬ (３)

且

[ｋ] ｑ ＝
１ － ｑｋ

１ － ｑ
＝ ∑

ｋ

ℓ ＝ １
ｑｋ－ℓꎬ ｑ ≠ １ꎬ

ｋꎬ ｑ ＝ １.

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

由式(２)ꎬ得
ｌｉｍ
ｚ→０

Ｄｑｈ( ｚ) ＝ １ ꎬｌｉｍ
ｑ→１－

Ｄｑｈ( ｚ) ＝ ｆ′( ｚ) .

定义 ＳＨ 为单位圆盘内满足条件 ｆ(０) ＝ ｆｚ(０) － １ ＝ ０ 的调和单叶函数的全体. ＳＨ 中的每个函数 ｆ都可表示为

如下形式:

ｆ( ｚ) ＝ ｈ( ｚ) ＋ ｇ( ｚ)( ｚ ∈ U) ꎬ (５)
其中

ｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
ａｋｚｋꎬｇ( ｚ) ＝ ∑

¥

ｋ ＝ １
ｂｋｚｋꎬ ｂ１ ∈ [０ꎬ１) ꎬ (６)

在单位圆盘内解析.
函数 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— 在单位圆盘 U内局部单叶及保形当且仅当 ｈ′ ( ｚ) > ｇ′ ( ｚ) ( ｚ ∈ U) .
１９８４ 年ꎬＣｌｕｎｉｅ 和 Ｓｈｅｉｌ￣Ｓｍａｌｌ [９]将解析函数的经典理论和思想应用于调和映射ꎬ引起了学术界对它的浓厚

兴趣ꎬ取得许多重要成果[１０] .
１９８３ 年 Ｓａｌａｇｅａｎ[１１]引入微分算子 Ｊｍ .２００２ 年 Ｊａｈａｎｇｉｒｉ 等[１２]对于(５)给出的 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ定义了 ｆ 的修正 Ｓａｌ￣

ａｇｅａｎ 算子如下

Ｊｍ ｆ( ｚ) ＝ Ｊｍｈ( ｚ) ＋ ( － １)ｍ Ｊｍｇ( ｚ) ꎬ
其中

Ｊｍｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
ｋｍａｋｚｋꎬＪｍｇ( ｚ) ＝ ∑

¥

ｋ ＝ １
ｋｍｂｋｚｋ .

将引入一类 Ｓａｌａｇｅａｎ￣ ｑ 微分算子 Ｊλꎬｎ
ｑ 定义如下:

Ｊλꎬ０
ｑ ｈ( ｚ) ＝ ｈ( ｚ)ꎬ

Ｊλꎬ１
ｑ ｈ( ｚ) ＝ λｚＤｑｈ( ｚ) ＋ (１ － λ) ｚｈ′ ( ｚ)ꎬ

Ｊλꎬｎ
ｑ ｈ( ｚ) ＝ Ｊλꎬ１

ｑ (Ｊλꎬｎ－１
ｑ ｈ( ｚ)) .

１６５
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若 ｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
ａｋｚｋ ꎬ则 Ｊλꎬｎ

ｑ ｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎａｋｚｋ .

综上ꎬ本文将进一步研究一类调和函数 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— 的 Ｓａｌａｇｅａｎ￣ ｑ 微分算子 Ｊλꎬｎ
ｑ 如下:

Ｊλꎬｎ
ｑ ｆ( ｚ) ＝ Ｊλꎬｎ

ｑ ｈ( ｚ) ＋ ( － １) ｎ Ｊλꎬｎ
ｑ ｇ( ｚ)ꎬ (７)

其中

Ｊλꎬｎ
ｑ ｈ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎａｋｚｋꎬＪλꎬｎ

ｑ ｇ( ｚ) ＝ ∑
¥

ｋ ＝ １
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎｂｋｚｋ . (８)

近年来ꎬ作者和所在复分析研究团队对关于对称共轭点的星象函数类进行了研究.受以上启发ꎬ引入单叶调

和函数类 ＳＨ 的子类如下:

定义 １　 设函数 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ∈ ＳＨ 具有式(５)形式ꎬ调和函数 ｆ 属于单叶调和倒结构函数类 ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 当且

仅当

Ｒｅ
Ｊλꎬｎ
ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—))

Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ))

> α　 (０ £ α < １) . (９)

特别地ꎬ当 ｎ ＝ ０ꎬλ ＝ １ 时ꎬ ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) ＝ ＨＲＱ０ꎬｑ

ｓｃ (１ꎬα) 是关于对称共轭点的倒星象函数类[１３￣１４] .
研究该函数类的单叶保形条件ꎬ系数条件ꎬ偏差定理ꎬ覆盖定理及极值函数ꎬ所得结果推广文献[１３]和文献

[１４]中的相关结论.

２　 主要结果

　 　 首先ꎬ得到了本文中定义的函数类 ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 的系数估计.

定理 １　 令 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ其中 ｈ 和 ｇ 具有式(６)形式.如果满足

∑
¥

ｋ ＝ １
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ)ｎ ＋ １( ａｋ ＋ ｂｋ ) £(２ － α)ꎬ (１０)

其中 ａ１ ＝ １ꎬｎ ∈ ℕ ０ꎬ 且 ０ £ α < １ꎬ则调和函数 ｆ 在单位圆盘 U内 保形单叶且 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) .

证明:如果 ｚ１ ≠ ｚ２ꎬ则

ｆ( ｚ１) － ｆ( ｚ２)
ｈ( ｚ１) － ｈ( ｚ２)

⩾ １ －
ｇ( ｚ１) － ｇ( ｚ２)
ｈ( ｚ１) － ｈ( ｚ２)

＝ １ －
∑

¥

ｋ ＝ １
ｂｋ( ｚｋ１ － ｚｋ２)

( ｚ１ － ｚ２) ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
ａｋ( ｚｋ１ － ｚｋ２)

>

　 １ －
∑

¥

ｋ ＝ １
ｋ ｂｋ

１ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
ｋ ａｋ

⩾ １ －
∑

¥

ｋ ＝ １
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ｂｋ

２ － α － ∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ａｋ

＝

　
２ － α － ∑

¥

ｋ ＝ ２
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ａｋ － ∑

¥

ｋ ＝ １
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ｂｋ

２ － α － ∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ａｋ

⩾０. (１１)

从而得证调和函数 ｆ 是单叶的.同时 ｆ 在 U中是保形的ꎬ这是因为

ｈ′ ( ｚ) ⩾ １ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
ｋ ａｋ ｜ ｚ ｜ ｋ－１ > １ － ∑

¥

ｋ ＝ ２
ｋ ａｋ ⩾ (１ － ∑

¥

ｋ ＝ ２

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ)ｎ ＋ １
２ － α

ａｋ ) ⩾

(∑
¥

ｋ ＝ １

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ)ｎ ＋ １
２ － α

ｂｋ ) ⩾ ∑
¥

ｋ ＝ １
ｋ ｂｋ ｜ ｚ ｜ ｋ－１ ⩾ ｇ′ ( ｚ) .

(１２)

２６５
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由定义 １ꎬ

Ｒｅ
Ｊλꎬｎ
ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—))

Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ)){ } ＝ Ｒｅ

Ｊλꎬｎ
ｑ (ｈ( ｚ) － ｈ—( － ｚ—)) ＋ ( － １) ｎ Ｊλꎬｎ

ｑ (ｇ( ｚ) － ｇ—( － ｚ—))

Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ｈ( ｚ) ＋ ( － １) ｎ＋１ Ｊλꎬｎ＋１

ｑ ｇ( ｚ){ } > α. (１３)

利用 Ｒｅ(ｗ) > α 当且仅当 ｜ １ － α ＋ ｗ ｜ ⩾｜ １ ＋ α － ｗ ｜ 这个事实ꎬ只需证明

１ － α ＋
Ｊλꎬｎ
ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—))

２Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ))

－ １ ＋ α －
Ｊλꎬｎ
ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—))

２Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ))

⩾ ０ꎬ (１４)

即

２(１ － α)Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ)) ＋ Ｊλꎬｎ

ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—)) － ２(１ ＋ α)Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ( ｆ( ｚ)) － Ｊλꎬｎ

ｑ ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—)) ⩾ ０.

(１５)
代入(１５)式中的 Ｄｎ＋１

ｑ ( ｆ( ｚ))ꎬＤｎ
ｑ( ｆ( ｚ) － ｆ—( － ｚ—)) ꎬ得到

(１ － α)(Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ｈ( ｚ) ＋ Ｊλꎬｎ＋１

ｑ ｇ( ｚ)) ＋ Ｊλꎬｎ
ｑ (ｈ( ｚ)

－ ｈ—( － ｚ—)
２

) ＋ Ｊλꎬｎ
ｑ (ｇ( ｚ)

－ ｇ—( － ｚ—)
２

)é

ë
êê

ù

û
úú －

(１ ＋ α)(Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ｈ( ｚ) ＋ Ｊλꎬｎ＋１

ｑ ｇ( ｚ)) － Ｊλꎬｎ
ｑ (ｈ( ｚ)

－ ｈ—( － ｚ—)
２

) ＋ Ｊλꎬｎ
ｑ (ｇ( ｚ)

－ ｇ—( － ｚ—)
２

)é

ë
êê

ù

û
úú ＝

(２ － α)ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
(１ － α)Ｍλ

ｑ ＋ １ ＋ ( － １)ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ａｋｚｋ ＋ ( － １)ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ １
(１ － α)Ｍλ

ｑ － １ ＋ ( － １)ｋ ＋ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ｂｋｚｋ －

αｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
(１ ＋ α)Ｍλ

ｑ － １ ＋ ( － １)ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ａｋｚｋ ＋ ( － １)ｎ＋１ ∑

¥

ｋ ＝ １
(１ ＋ α)Ｍλ

ｑ ＋ １ ＋ ( － １)ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ｂｋｚｋ ⩾

(２ － α) ｚ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
(１ － α)Ｍλ

ｑ ＋ １ ＋ ( － １) ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ａｋ ｚ ｋ － ∑

¥

ｋ ＝ １
(１ － α)Ｍλ

ｑ － １ ＋ ( － １) ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ｂｋ ｚ ｋ －

α ｚ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
(１ ＋ α)Ｍλ

ｑ － １ ＋ ( － １) ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ａｋ ｚ ｋ － ∑

¥

ｋ ＝ １
(１ ＋ α)Ｍλ

ｑ ＋ １ ＋ ( － １) ｋ＋１

２
é

ë
êê

ù

û
úú Ｍ

λꎬｎ
ｑ ｂｋ ｚ ｋ ＝

(２ － α) ｚ － α ｚ － ２ ∑
¥

ｋ ＝ ２
Ｍλꎬｎ＋１

ｑ ａｋ ｚ ｋ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ １
Ｍλꎬｎ＋１

ｑ ｂｋ ｚ ｋ[ ] ＝

２(２ － α) ｚ － ２ ∑
¥

ｋ ＝ １
Ｍλꎬｎ＋１

ｑ ( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｚ ｋ[ ] >

２(２ － α) ｚ (１ － ∑
¥

ｋ ＝ １

Ｍλꎬｎ＋１
ｑ

(２ － α)
( ａｋ ＋ ｂｋ ))ꎬ (１６)

其中 Ｍλꎬｎ
ｑ ＝ (λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎꎬ 特别地ꎬ Ｍλ

ｑ ＝ Ｍλꎬ１
ｑ ＝ λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ.

由条件(１０)可知ꎬ最后一个表达式是非负的ꎬ从而定理 １ 得证.
令调和函数

ｆｎ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２

(２ － α)
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｘｋｚｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １

(２ － α)
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｙｋ ｚｋꎬ (１７)

其中 ｎ ∈ ℕ ０ꎬ０ £α < １ꎬ且 ∑
¥

ｋ ＝ ２
ｘｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １
ｙｋ ＝ １ － α

２ － α
ꎬ则表明式(１０)给出的系数界是精确的.因为具有形式

(１７)的函数满足

∑
¥

ｋ ＝ １

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ)ｎ＋１

２ － α
ａｋ ＋

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ)ｎ＋１

２ － α
ｂｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ １

２ － α
＋ ∑

¥

ｋ ＝ ２
ｘｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １
ｙｋ ＝ １. (１８)

下面的定理给出了 ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 中函数的偏差估计ꎬ从而进一步得到了该函数类的覆盖结果.
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定理 ２　 令 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ其中 ｈ 和 ｇ 具有式(６)形式.若 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) ꎬ对于 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ < １ꎬ有

(１ － ｂ１ ) ｒ － (１ － α － ｂ１ ) ｒ２ £ Ｊｎ＋１ꎬλ
ｑ ｆ( ｚ) £(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ (１ － α － ｂ１ ) ｒ２ . (１９)

证明:若 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 且 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ < １ꎬ得到

　 　 Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ｆ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ａｋｚｋ ＋ ( － １) ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ １
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｂｋ ｚｋ £

(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｒｋ £

(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ ｒ２∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１( ａｋ ＋ ｂｋ ) £

(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ (１ － α － ｂ１ ) ｒ２ . (２０)
另一方面ꎬ

　 　 Ｊλꎬｎ＋１
ｑ ｆ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ａｋｚｋ ＋ ( － １) ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ １
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｂｋ ｚｋ ⩾

(１ － ｂ１ ) ｒ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｒｋ ⩾

(１ － ｂ１ ) ｒ － ｒ２∑
¥

ｋ ＝ ２
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１( ａｋ ＋ ｂｋ ) ⩾

(１ － ｂ１ ) ｒ － (１ － α － ｂ１ ) ｒ２ . (２１)
令

ｆ( ｚ) ＝ ｚ ＋ １ － α
(２ － (１ － ｑ)λ) ｎ＋１ｚ

２ － ( － ｂ１ ｚ ＋
ｂ１

(２ － (１ － ｑ)λ) ｎ＋１ｚ
２) (２２)

或

ｆ( ｚ) ＝ ｚ ＋ １ － α
(２ － (１ － ｑ)λ) ｎ＋１ｚ

２ － ( ｂ１ ｚ －
ｂ１

(２ － (１ － ｑ)λ) ｎ＋１ｚ
２) ꎬ (２３)

则定理 ２ 给出的界是精确的.
定理 ３　 令 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ

ｓｃ (λꎬα) ꎬ则对于 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ < １ 有

(１ － ｂ１ )ｒ － (２ － α)
(２ － λ(１ － ｑ)) ｎ＋１(１ －

１ ＋ ｂ１

２ － α
)ｒ２ £ ｆ(ｚ) £(１ ＋ ｂ１ )ｒ ＋ (２ － α)

(２ － λ(１ － ｑ)) ｎ＋１(１ －
１ ＋ ｂ１

２ － α
)ｒ２ .

(２４)
证明: 令 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ

ｓｃ (λꎬα) ꎬ 则根据定理 １ꎬ有

ｆ( ｚ) £(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｒｋ £(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ ２
( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｒ２ £

(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ (２ － α)
(２ － λ(１ － ｑ)) ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ ２

(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１

(２ － α)
( ａｋ ＋ ｂｋ ) ｒ２ £

(１ ＋ ｂ１ ) ｒ ＋ (２ － α)
(２ － λ(１ － ｑ)) ｎ＋１(１ －

１ ＋ ｂ１

２ － α
) ｒ２ .

只证明了右边不等式.左边不等式的证明与此类似ꎬ从而此处省略.
下面的覆盖结果是由定理 ３ 中的右边不等式推导出来的.
推论 １　 令 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ其中 ｈ 和 ｇ 具有式(６)形式.若 ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ

ｓｃ (λꎬα) ꎬ有

ｆ(Ｕ)⊂ ｗ: ｜ ｗ ｜ < (１ ＋ ｂ１ ) ＋ (２ － α)
(２ － λ(１ － ｑ)) ｎ＋１(１ －

１ ＋ ｂ１

２ － α
){ } . (２５)

４６５
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注 １　 当 ｎ ＝ ０ꎬλ ＝ １ 时ꎬ得到文献[１３￣１４]中调和函数类 ＨＲＱ０ꎬｑ
ｓｃ (１ꎬα) 的覆盖定理.

下面将获得函数类 ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 的极值点.令 ＨＲＱｎꎬｑ

ｓｃ (λꎬα) 的极值点闭合凸集合用 ｃｌｃｏＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 表

示ꎬ则有如下结论.
定理 ４　 令 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ　 ｈ 和 ｇ 由式(６)给出. ｆ ∈ ＨＲＱｎꎬｑ

ｓｃ (λꎬα) 当且仅当

ｆ( ｚ) ＝ ∑
¥

ｋ ＝ １
(Ｘｋｈｋ( ｚ) ＋ Ｙｋｇｎｋ( ｚ))ꎬ (２６)

其中

ｈ１( ｚ) ＝ ｚꎬｈｋ( ｚ) ＝ ｚβ － (２ － α)
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｚ

ｋ(ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺)ꎬ (２７)

ｇｎｋ( ｚ) ＝ ｚ ＋ ( － １) ｎ＋１ (２ － α)
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ｚ

ｋ(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺)ꎬ (２８)

∑
¥

ｋ ＝ １
(Ｘｋ ＋ Ｙｋ) ＝ １ꎬＸｋ ⩾ ０ꎬＹｋ ⩾ ０. (２９)

特别地ꎬ {ｈｋ} 和 {ｇｎｋ} 为函数类 ＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) 的极值函数.

证明:对于函数 ｆ ＝ ｈ ＋ ｇ— ꎬ ｈ 和 ｇ 由式(６)给出ꎬ有

ｆ( ｚ) ＝ ∑
¥

ｋ ＝ １
(Ｘｋｈｋ( ｚ) ＋ Ｙｋｇｎｋ( ｚ)) ＝

∑
¥

ｋ ＝ １
(Ｘｋ ＋ Ｙｋ) ｚ － ∑

¥

ｋ ＝ ２

(２ － α)
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１Ｘｋｚｋ ＋ ( － １) ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ １

(２ － α)
(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１Ｙｋ ｚｋ .

于是

∑
¥

ｋ ＝ ２

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１

(２ － α)
ａｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １

(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１

(２ － α)
ｂｋ ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ２
Ｘｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １
Ｙｋ ＝ １ － Ｘ１ £１. (３０)

因此函数 ｆ 属于 ｃｌｃｏＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) .

反过来ꎬ假设 ｆ 属于 ｃｌｃｏＨＲＱｎꎬｑ
ｓｃ (λꎬα) .设

Ｘｋ ＝
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１

(２ － α)
ａｋ ꎬ ０ £Ｘｋ £１　 (ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺)ꎬ

Ｙｋ ＝
(λ [ｋ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１

(２ － α)
ｂｋ ꎬ ０ £Ｙｋ £１　 (ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺)ꎬ

及 Ｘ１ ＝ １ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
Ｘｋ － ∑

¥

ｋ ＝ １
Ｙｋ .

因此ꎬ函数 ｆ 可以表示为:

ｆ( ｚ) ＝ ｚ － ∑
¥

ｋ ＝ ２
ａｋ ｚｋ ＋ ( － １) ｎ ＋ １∑

¥

ｋ ＝ １
ｂｋ ｚｋ ＝

ｚ － ∑
¥

ｋ ＝ ２

(２ － α)Ｘｋ

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ｚ
ｋ ＋ ( － １) ｎ＋１∑

¥

ｋ ＝ １

(２ － α)Ｙｋ

(λ ｋ[ ] ｑ ＋ (１ － λ)ｋ) ｎ＋１ ｚ
ｋ ＝

ｚ ＋ ∑
¥

ｋ ＝ ２
(ｈｋ( ｚ) － ｚ)Ｘｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １
(ｇｎｋ( ｚ) － ｚ)Ｙｋ ＝

∑
¥

ｋ ＝ ２
ｈｋ( ｚ)Ｘｋ ＋ ∑

¥

ｋ ＝ １
ｇｎｋ( ｚ)Ｙｋ ＋ ｚ(１ － ∑

¥

ｋ ＝ ２
Ｘｋ － ∑

¥

ｋ ＝ １
Ｙｋ) ＝ ∑

¥

ｋ ＝ １
(ｈｋ( ｚ)Ｘｋ ＋ ｇｎｋ( ｚ)Ｙｋ).

５６５
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