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非扩张映射的三步隐式双中点法则算法
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摘　 要:不动点的迭代算法是非线性泛函分析研究的热点问题ꎬ在实一致光滑的 Ｂａｎａｃｈ 空间中介绍了三个非扩张映射

的三步隐式双中点法则的新的迭代算法ꎬ在适当的假设条件下ꎬ用对偶映射的定义和 Ｂａｎａｃｈ 极限定义与技巧证明了

算法所生成的序列强收敛于三个非扩张映射的不动点集与凸优化问题的公共元ꎬ其结果改进和推广了近期文献的相

关结果.
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　 　 隐式中点法则算法是求解某一些常微分方程的必要方法之一[１￣４]ꎬ将隐式中点法则与粘性结合起来的迭代

算法已经有许多学者进行了研究[５￣１４] .
２０１５ 年ꎬＸｕ[１５]等人介绍了非扩张映射不动点的粘性隐式中点法则ꎬ迭代算法如下:

ｘｎ＋１ ＝ αｎ ｆ(ｘｎ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ∀ｎ ⩾０. (１)

并证明了由(１)式所生成的迭代序列强收敛于 ｘ∗ ∈ Ｆ(Ｔ) .
２０１９ 年ꎬＤｈａｋａｌ[１６]在空间 Ｈｉｌｂｅｒｔ 中利用粘性方法介绍了一个非扩张映射的隐式双中点法则ꎬ算法如下:

ｘｎ＋１ ＝ αｎ ｆ(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ∀ｎ ⩾０. (２)

并证明了由(２)式生成的迭代序列 ｘｎ 强收敛于 ｘ∗ ∈ Ｆ(Ｔ) .
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最近ꎬＧｕａｎ[１７]等人利用粘性技术将关于非扩张映射隐式中点法则一步迭代算法推广到了三步迭代算法:

ｚｎ ＝ γｎｘｎ ＋ (１ － γｎ)Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ

ｙｎ ＝ βｎｚｎ ＋ (１ － βｎ)Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ

ｘｎ＋１ ＝ αｎ ｆ(ｘｎ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ )ꎬ∀ｎ ⩾０.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(３)

并证明了算法(３)的强收敛性.
在上述文献的基础上ꎬ本文给出了新的算法ꎬ将关于非扩张映射隐式中点法则推广到隐式双中点法则ꎬ并

证明了该算法的强收敛性.

１　 预备知识

　 　 设　 Ｅ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ Ｅ∗ 是 Ｅ 的对偶空间ꎬ Ｃ 为 Ｅ 的非空闭凸子集.
定义 １[１７] 　 对偶映射 Ｊ:Ｅ →２Ｅ∗

定义为 Ｊ(ｘ) ＝ {ｘ∗ ∈ Ｅ∗:‹ｘꎬｘ∗› ＝ ‖ｘ‖２ꎬ‖ｘ∗‖ ＝ ‖ｘ‖}ꎬ∀ｘ ∈ Ｅ .
Ｅ 是光滑的ꎬ当且仅当 Ｊ 是单值的ꎻ Ｅ 是一致光滑的ꎬ当且仅当 Ｊ 在 Ｅ 的有界子集上是一致连续的ꎬ记 ｊ为单

值对偶映射.
定义 ２[１７] 　 Ｂａｎａｃｈ 极限 μｎ 为 ｌ¥ 上的有界线性泛函ꎬ使得 ｉｎｆ{ｘｎ:ｎ ∈ Ｎ} £ μｎ(ｘ) £ ｓｕｐ{ｘｎ:ｎ ∈ Ｎ} ꎬ

且对 μｎ(ｘｎ) ＝ μｎ(ｘｎ＋１) ꎬ序列 {ｘｎ} ∈ ｌ¥ ꎬ设 {ｘｎ} 为 Ｅ 中的有界序列ꎬ定义 Ｅ 上的实值函数 φ 如下:

φ(ｙ) ＝ μｎ ‖ｘ － ｙ‖２ ꎬ ∀ｙ ∈ Ｅ .
由上可知ꎬ φ 为连续的凸函数ꎬ且当 ‖ｙ‖ → ¥时 φ(ｙ) → ¥. 当 Ｅ 是自反的ꎬ则存在 ｚ ∈ Ｃ 使得 φ( ｚ) ＝

ｍｉｎ
ｙ∈Ｃ

φ(ｙ) . 记 Ｃｍｉｎ: ＝ { ｚ ∈ Ｃ:φ( ｚ) ＝ ｍｉｎ
ｙ∈Ｃ

φ(ｙ)} 易知 Ｃｍｉｎ 为 Ｅ 的非空有界闭凸子集.

定义 ３[１４] 　 称映射 Ｔ:Ｃ → Ｃ 是非扩张的ꎬ如果 ‖Ｔ(ｘ) － Ｔ(ｙ)‖ £‖ｘ － ｙ‖ꎬ∀ｘꎬｙ ∈ Ｃ .
定义 ４[１４] 　 称 ｆ:Ｃ → Ｃ 为压缩映射ꎬ其压缩系数为 ρ ∈ [０ꎬ１) ꎬ如果有:

‖ｆ(ｘ) － ｆ(ｙ)‖ £ ρ‖ｘ － ｙ‖ꎬ∀ｘꎬｙ ∈ Ｃ .
引理 １[１７] 　 设 α 为一实数ꎬ (ｘ０ꎬｘ１. . . ) ∈ ｌ¥ ꎬ对所有 Ｂａｎａｃｈ 极限 μｎ 满足 μｎ(ｘｎ) £ α ꎬ若 ｌｉｍ

ｎ→¥
ｓｕｐ(ｘｎ＋１ － ｘｎ)

£０ ꎬ则 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｓｕｐｘｎ £ α .

引理 ２[１７] 　 设 {ａｎ} 为非负实数列且满足下列关系 ａｎ＋１ £(１ － θｎ)ａｎ ＋ σｎꎬｎ ⩾０ ꎬ其中 {θｎ} 为 (０ꎬ１) 中数

列且 {σｎ} 为 Ｒ 中数列满足:

(ⅰ) ∑
¥

ｎ ＝ １
θｎ ＝ ¥ꎻ

(ⅱ) ｌｉｍ
ｎ→¥

ｓｕｐ
σｎ

θｎ
£ ０ 或 ∑

¥

ｎ ＝ １
σｎ < ¥ꎬ则 ｌｉｍ

ｎ→¥
ａｎ ＝ ０ .

引理 ３[１７] 　 设对偶映射 Ｊ:Ｅ →２Ｅ∗ ꎬ则 ∀ｘꎬｙ ∈ Ｅ ꎬ有
‖ｘ ＋ ｙ‖２ £‖ｘ‖２ ＋ ２‹ｙꎬｊ(ｘ ＋ ｙ)› ꎬ ∀ｊ(ｘ ＋ ｙ) ∈ Ｊ(ｘ ＋ ｙ) .

２　 主要结果

　 　 定理 １　 设 Ｅ 是实一致光滑 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ Ｃ ⊂ Ｅ 是非空闭凸子集. 设 Ｔ１ꎬＴ２ꎬＴ３:Ｃ → Ｃ 是三个非扩张映射ꎬ
且满足 Ｆ: ＝ Ｃｍｉｎ ∩ Ｆｉｘ(Ｔ１) ∩ Ｆｉｘ(Ｔ２) ∩ Ｆｉｘ(Ｔ３) ≠ ∅ . 设 ｆ:Ｃ → Ｃ 为压缩映射ꎬ其压缩系数为 ρ∈ [０ꎬ１) .
设 ｘ０ ∈ Ｃ ꎬ由下列序列生成:

１０１
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ｚｎ ＝ γｎｘｎ ＋ (１ － γｎ)Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ

ｙｎ ＝ βｎｚｎ ＋ (１ － βｎ)Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ )ꎬ

ｘｎ＋１ ＝ αｎ ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ )ꎬ∀ｎ ⩾０.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(４)

其中 {αｎ} ⊂ (０ꎬ１) ꎬ {βｎ}ꎬ{λｎ} ⊂ [０ꎬ１] 为实数列且满足下列条件:

(ⅰ) ｌｉｍ
ｎ→¥

αｎ ＝ ０ ꎬ∑
¥

ｎ ＝ １
αｎ ＝ ¥ꎻ

(ⅱ) ∑
¥

ｎ ＝ １
( αｎ＋１ － αｎ ＋ βｎ＋１ － βｎ ＋ γｎ＋１ － γｎ ) < ¥ꎻ

(ⅲ) ２(１ － αｎ ＋ αｎρ)(βｎ－１ － βｎ) ＋ (１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ － βｎ ＋ ２βｎ－１)(γｎ－１ － γｎ) < ４αｎ(１ － ρ) .
则序列 {ｘｎ} 强收敛于一点 ｐ ∈ Ｆ(Ｔ) .

证明　 第一步证明序列 {ｘｎ} 有界. 事实上ꎬ取 ｐ ∈ Ｆ ꎬ由(４)式及 Ｔ３ 的非扩张性可得

‖ｚｎ － ｐ‖ ＝ ‖γｎｘｎ ＋ (１ － γｎ)Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － ｐ‖ £γｎ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (１ － γｎ)‖Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － ｐ‖ £

γｎ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (１ － γｎ)‖
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ － ｐ‖ £γｎ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋
(１ － γｎ)

２ (‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖) ＝

　 　 　 　 　
１ ＋ γｎ

２ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖. (５)

同理ꎬ由(４)ꎬ(５)式及 Ｔ２ 的非扩张性可得

　 ‖ｙｎ － ｐ‖ ＝ ‖βｎｚｎ ＋ (１ － βｎ)Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － ｐ‖ £ βｎ‖ｚｎ － ｐ‖ ＋ (１ － βｎ)‖Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － ｐ‖ £

βｎ‖ｚｎ － ｐ‖ ＋ (１ － βｎ)‖
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ － ｐ‖ £ βｎ‖ｚｎ － ｐ‖ ＋
(１ － βｎ)

２ (‖ｚｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖) £

１ ＋ βｎ

２ ‖ｚｎ － ｐ‖ ＋
１ － βｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ £

１ ＋ βｎ

２ (
１ ＋ γｎ

２ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖) ＋
１ － βｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＝

(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (１ －

(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ )‖ｘｎ＋１ － ｐ‖. (６)

又由(４) ~ (６)式及 Ｔ１ 的非扩张性可得

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＝ ‖αｎ ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｐ‖ £

αｎ‖ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｐ‖ ＋ (１ － αｎ)‖Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｐ‖ £

αｎρ‖
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ － ｐ‖ ＋ αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖ ＋ (１ － αｎ)‖
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ － ｐ‖ £

αｎρ
２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖) ＋ αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖ ＋

１ － αｎ

２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖) ＝

αｎρ ＋ １ － αｎ

２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖) ＋ αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖ £

２０１
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αｎρ ＋ １ － αｎ

２ (
１ ＋ γｎ

２ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖) ＋

αｎρ ＋ １ － αｎ

２ (
(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

４ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (１ －
(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

４ )‖ｘｎ＋１ － ｐ‖. ) ＋

αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖ ＝
αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (１ ＋ γｎ)(３ ＋ βｎ)‖ｘｎ － ｐ‖ ＋

αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (５ － ３γｎ － βｎ － βｎγｎ)‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋ αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖.

从而

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ £

αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (１ ＋ γｎ)(３ ＋ βｎ)

１ －
αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (５ － ３γｎ － βｎ － βｎγｎ)
‖ｘｎ － ｐ‖ ＋

αｎ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖

１ －
αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (５ － ３γｎ － βｎ － βｎγｎ)
＝

(１ －
αｎ(１ － ρ)

１ －
αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (５ － ３γｎ － βｎ － βｎγｎ)
)‖ｘｎ － ｐ‖ ＋

αｎ(１ － ρ)

１ －
αｎρ ＋ １ － αｎ

８ (５ － ３γｎ － βｎ － βｎγｎ)

‖ｆ(ｐ) － ｐ‖
１ － ρ £ｍａｘ{‖ｘｎ － ｐ‖ꎬ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖

１ － ρ } (７)

由数学归纳法可得

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ £ｍａｘ{‖ｘ１ － ｐ‖ꎬ‖ｆ(ｐ) － ｐ‖
１ － ρ } .

因此 {ｘｎ} 是有界的ꎬ进而序列 {ｙｎ} ꎬ { ｚｎ} ꎬ {Ｔｉｘｎ}( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３) ꎬ {Ｔ１ｙｎ} ꎬ {Ｔ１ ｚｎ} ꎬ {Ｔ２ ｚｎ} ꎬ { ｆ(ｘｎ)} 及

{ ｆ( ｚｎ)} 也有界.
第二步证明 ｌｉｍ

ｎ→¥
‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＝ ０ .

事实上ꎬ由(４)式可得:

‖ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＝ ‖γｎｘｎ ＋ (１ － γｎ)Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － γｎ－１ｘｎ－１ － (１ － γｎ－１)Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ )‖ £

　 　 (１ － γｎ)‖Ｔ３(
ｘｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ )‖ ＋ (γｎ－１ － γｎ)‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋ γｎ－１‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ £

　 　
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ－１‖ ＋ γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋ γｎ－１‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ £

　 　
１ － γｎ

２ (‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ ‖ｘｎ － ｘｎ－１‖) ＋ γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋ γｎ－１‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＝

１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ (
１ － γｎ

２ ＋ γｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋ γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ . (８)

由(４)和(８)式可得

‖ｙｎ － ｙｎ－１‖ ＝ ‖βｎｚｎ ＋ (１ － βｎ)Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － βｎ－１ ｚｎ－１ － (１ － βｎ－１)Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ )‖ £

　 　 (１ － βｎ)‖Ｔ２(
ｚｎ ＋ ｘｎ＋１

２ ) － Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ )‖ ＋ (βｎ－１ － βｎ)‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ ＋ βｎ－１‖ｚｎ － ｚｎ－１‖ £

３０１
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１ － βｎ

２ (‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｚｎ－１‖) ＋ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ ＋ βｎ－１‖ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＝

　 　 (
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１)‖ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＋
１ － βｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ £

　 　 (
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１)(
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ (
１ － γｎ

２ ＋ γｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋ γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖) ＋

　 　
１ － βｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ ＝

　 　 １ － γｎ

２ (
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) ＋
１ － βｎ

２[ ]‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ (
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１)(
１ － γｎ

２ ＋ γｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

(
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖. (９)

结合(８)与(９)式得

‖ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＋ ‖ｙｎ － ｙｎ－１‖ £
１ － γｎ

２ (
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) ＋
１ － βｎ

２[ ]‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋

(
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１)(
１ － γｎ

２ ＋ γｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

(
１ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋

βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ ＋
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋ (
１ － γｎ

２ ＋ γｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＝
(３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４

４ ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋

(１ － γｎ ＋ ２γｎ－１)(３ － βｎ ＋ ２βｎ－１)
４ ‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋ (

３ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) γｎ － γｎ－１

‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(
ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ . (１０)

另外ꎬ由(４)和(１０)式得

‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＝ ‖αｎ ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － αｎ－１ ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) － (１ － αｎ－１)Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ £

(１ － αｎ)‖Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ ＋ (αｎ－１ － αｎ)‖Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) －

ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ ＋ αｎ‖ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ £
１ － αｎ

２ ‖ｙｎ － ｙｎ－１ ＋ ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＋

αｎ － αｎ－１ ‖Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) － ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ ＋
αｎρ
２ ‖ｙｎ － ｙｎ－１ ＋ ｚｎ － ｚｎ－１‖ ＝

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ (‖ｙｎ － ｙｎ－１‖ ＋ ‖ｚｎ － ｚｎ－１‖) ＋ αｎ － αｎ－１

‖Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) － ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ £
１ － αｎ ＋ αｎρ

８
[(３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４] ‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＋
１ － αｎ ＋ αｎρ

８ (１ － γｎ ＋ ２γｎ－１)(３ － βｎ ＋ ２βｎ－１)‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

４０１
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１ － αｎ ＋ αｎρ
２ βｎ － βｎ－１ ‖Ｔ２(

ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ ＋

(１ － αｎ ＋ αｎρ)
２ (

３ － βｎ

２ ＋ βｎ－１) γｎ － γｎ－１ ‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖ ＋

αｎ － αｎ－１ ‖Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) － ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ .

从而可得

‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ £

(１ － αｎ ＋ αｎρ)
８ (１ － γｎ ＋ ２γｎ－１)(３ － βｎ ＋ ２βｎ－１)

１ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)

８ (３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４[ ]

‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

Ｍ( αｎ － αｎ－１ ＋ βｎ － βｎ－１ ＋ γｎ － γｎ－１ )

１ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)

８ (３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４[ ]

＝

１ －
αｎ(１ － ρ) ＋

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(βｎ － βｎ－１)
２ ＋

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ － βｎ ＋ ３βｎ－１)(γｎ － γｎ－１)
４

１ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)

８ (３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４[ ]

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋

Ｍ( αｎ － αｎ－１ ＋ βｎ － βｎ－１ ＋ γｎ － γｎ－１ )

１ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)

８ (３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４[ ]

.

其中 Ｍ > ０ 为常数ꎬ使得

Ｍ ⩾ ｍａｘ
ｓｕｐ
ｎ⩾１

‖Ｔ１(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ ) － ｆ(
ｙｎ－１ ＋ ｚｎ－１

２ )‖ꎬｓｕｐ
ｎ⩾１

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ ‖Ｔ２(

ｚｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｚｎ‖ꎬ

ｓｕｐ
ｎ⩾１

(１ － αｎ ＋ αｎρ)
２ (

３ － βｎ

２ ＋ βｎ－１)‖Ｔ３(
ｘｎ－１ ＋ ｘｎ

２ ) － ｘｎ‖

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

.

注意到

１
８ ＝ １ － ７

８ < １ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)

８ (３ － βｎ)(３ － γｎ) ＋ ２βｎ－１(１ － γｎ) － ４[ ] < ４ ꎬ

从而可得

‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ £
１ －

αｎ(１ － ρ) ＋
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(βｎ － βｎ－１)

２ ＋
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ － βｎ ＋ ３βｎ－１)(γｎ － γｎ－１)

４
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

‖ｘｎ － ｘｎ－１‖ ＋ ８Ｍ( αｎ － αｎ－１ ＋ βｎ － βｎ－１ ＋ γｎ － γｎ－１ ) . (１１)
由条件(ⅲ)可得

０ < αｎ(１ － ρ) ＋
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(βｎ － βｎ－１)

２ ＋
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ － βｎ ＋ ３βｎ－１)(γｎ － γｎ－１)

４ < ４ . (１２)

结合条件(ⅰ)ꎬ(ⅱ)及(１２)式ꎬ利用引理 ２ 得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→¥

‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＝ ０ . (１３)

第三步证明 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｓｕｐ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £ ０ ꎬ其中 ｐ ∈ Ｆ(Ｔ) .

事实上ꎬ因为 {ｘｎ} 有界ꎬ则存在充分大的 Ｒ > ０ 使得

ｆ(ｐ)ꎬｘｎ ∈ ＢＲ(ｐ): ＝ {ｘ ∈ Ｅ:‖ｘ － ｐ‖ £Ｒ}ꎬ∀ｎ ∈ Ｎ.
易知ꎬ ＢＲ(ｐ) 为 Ｅ 的非空有界闭凸子集ꎬ由 ＢＲ(ｐ) 的凸性可知 (１ － ｔ)ｐ ＋ ｔｆ(ｐ) ∈ ＢＲ(ｐ) . 根据函数 φ的定

５０１



　　　　　 西南民族大学学报(自然科学版) 第 ５１ 卷

义得 φ(ｐ) £ φ((１ － ｔ)ｐ ＋ ｔｆ(ｐ)) . 由引理 ３ 可得

‖ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ)‖２ £‖ｘｎ － ｐ‖２ － ２ｔ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))›ꎬ
两边取 Ｂａｎａｃｈ 极限得

μｎ‖ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ)‖２ £ μｎ‖ｘｎ － ｐ‖２ － ２ｔμｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› ꎬ
从而得

２ｔμｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› £ μｎ ‖ｘｎ － ｐ‖２ － μｎ ‖ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ)‖２ ＝

φ(ｐ) － φ(ｐ ＋ ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ)) £０.
即 μｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› £０ . 因为 Ｅ 一致光滑ꎬ则 Ｅ 一致 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微ꎬ从而正规化对偶映

射 ｊ 在 Ｅ 的有界子集上是一致连续的ꎬ故当 ｔ →０ 时有ꎬ

‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› － ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› £

‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› － ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› £

‖ｆ(ｐ) － ｐ‖‖ｊ(ｘｎ － ｐ) － ｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))‖ → ０.

所以 ∀ε > ０ ꎬ ∃δ > ０ ꎬ使得 ∀ｔ ∈ (０ꎬδ) ꎬ当 ｎ ⩾１ 时有ꎬ
　 　 　 　 　 　 ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› < ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› ＋ ε.
因此

μｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› < μｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ － ｔ( ｆ(ｐ) － ｐ))› ＋ ε.
由 ε 的任意性得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› £ ０. (１４)
另外ꎬ由(１３)式可得

　 　 　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→¥

‖ｘｎ＋１ － ｐ － (ｘｎ － ｐ)‖ ＝ ｌｉｍ
ｎ→¥

‖ｘｎ＋１ － ｘｎ‖ ＝ ０ . (１５)

又因为 ｊ 在 Ｅ 的有界子集上一致连续ꎬ则由(１５)式可得当 ｎ → ¥时有

‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› － ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› £ ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› － ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› £

‖ｆ(ｐ) － ｐ‖‖ｊ(ｘｎ＋１ － ｐ) － ｊ(ｘｎ － ｐ)‖ → ０.

从而

　 　 　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｓｕｐ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› － ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› £０ . (１６)

因此序列 { ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)} 满足引理 １ 的条件ꎬ从而由(１４)ꎬ(１６)式及引理 １ 可得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｓｕｐ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ － ｐ)› £ ０ . (１７)

第四步 证明当 ｎ → ¥时ꎬ ‖ｘｎ － ｐ‖ →０ .
事实上由(４) ~ (７)式可得

　 ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ ＝ ‹αｎ ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) ＋ (１ － αｎ)Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＝

(１ － αｎ)‹Ｔ１(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＋ αｎ‹ ｆ(
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ ) － ｆ(ｐ)ꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＋

αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £(１ － αｎ)‖
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ － ｐ‖‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋

αｎρ‖
ｙｎ ＋ ｚｎ

２ － ｐ‖‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋ αｎ‹ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £

１ － αｎ

２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖)‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋
αｎρ
２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖)‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋

６０１
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αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ (‖ｙｎ － ｐ‖ ＋ ‖ｚｎ － ｐ‖)‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋ αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ (

１ ＋ γｎ

２ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋
１ － γｎ

２ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖)‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋

１ － αｎ ＋ αｎρ
２

(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (１ －

(１ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ )‖ｘｎ＋１ － ｐ‖[ ]

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋ αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＝

　 　 　 　 　
１ － αｎ ＋ αｎρ

２
(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

４ ‖ｘｎ － ｐ‖ ＋ (２ －
(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

４ )‖ｘｎ＋１ － ｐ‖[ ]‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋

αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＝
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

８ ‖ｘｎ － ｐ‖‖ｘｎ＋１ － ｐ‖ ＋

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ (２ －

(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ ) ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ ＋ αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› £

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
１６ (‖ｘｎ － ｐ‖２ ＋ ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２) ＋

１ － αｎ ＋ αｎρ
２ (２ －

(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
４ ) ‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ ＋ αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› ＝

　 　 　 　 　 １ －
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

１６ － αｎ(１ － ρ)[ ]‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ ＋

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
１６ ‖ｘｎ － ｐ‖２ ＋ αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)› .

从而

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ £

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
１６ ‖ｘｎ － ｐ‖２

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
１６ ＋ αｎ(１ － ρ)

＋

αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)›
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

１６ ＋ αｎ(１ － ρ)
＝

１ －
αｎ(１ － ρ)

(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)
１６ ＋ αｎ(１ － ρ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
‖ｘｎ － ｐ‖２

αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)›
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

１６ ＋ αｎ(１ － ρ)
.

注意到

３
１６ < １３

１６αｎ(１ － ρ) ＋ １３
１６ ＝ １３

１６ (１ － αｎ) ＋ αｎρ[ ] ＋ αｎ(１ － ρ) £
(１ － αｎ ＋ αｎρ)(３ ＋ βｎ)(１ ＋ γｎ)

１６ ＋ αｎ(１ － ρ) < ２.

从而有

‖ｘｎ＋１ － ｐ‖２ £(１ －
αｎ(１ － ρ)

２ ) ‖ｘｎ － ｐ‖２ ＋
１６αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)›

３ . (１８)

令 θｎ ＝
αｎ(１ － ρ)

２ 及 σｎ ＝
１６αｎ‹ ｆ(ｐ) － ｐꎬｊ(ｘｎ＋１ － ｐ)›

３ . 对(１８)式利用引理 ２ 得

７０１
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→¥

‖ｘｎ － ｐ‖ ＝ ０ .

证毕.

注:定理 １ 主要从以下几个方面改进和推广了文献[１６]和文献[１７]:
(ⅰ)将文献[１７]中的隐式单中点法则算法推广到了隐式双中点法则算法.
(ⅱ)在本算法中ꎬ若取 βｎ ≡１ꎬγｎ ≡０ꎬＴ３ ＝ Ｉ ꎬ则变成了文献[１６]的算法.
(ⅲ)将文献[１６]的主要结果从 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间推广到一致光滑的 Ｂａｎａｃｈ 空间.
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