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摘　 要:为了得到单纯形域内的二阶混料指数模型下的 Ｄ－最优设计ꎬ首先ꎬ使用单纯形格点设计作为支撑点集ꎬ推导

出二阶指数混料模型的信息矩阵及相关矩阵ꎻ其次ꎬ得到 ３ 分量与 ４ 分量情形下方差函数的具体形式ꎬ计算出 Ｄ－最优

设计的最优测度ꎻ然后ꎬ证明了在二阶格点支撑点集下的等测度设计是 Ｄ－最优的ꎻ最后ꎬ比较 ３ 分量与 ４ 分量情形下的

效率函数ꎬＤ－最优设计效率变化相对稳定且效率较高.
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　 　 混料试验设计是统计学中的一个重要的分支ꎬ它广泛地应用于生物、医药、工业等领域中ꎬＣｏｒｎｅｌｌ[１] 在其著

作中详细地讨论了混料试验设计的相关理论.在很多工程及科学的实际问题中ꎬ假设影响试验结果的因子有 ｑ

个ꎬ设为 ｘ１ꎬｘ２􀆺ｘｑꎬ它们满足 ꎬ这一条件称为混料试验的基本约束条件ꎬ由基本约束条件构

成的试验可行域是 维正规单纯形

.
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由于混料试验的各个分量变化都在单纯形 上取值ꎬ一般含有常数项的回归模型不能直接应用到混料设

计中ꎬ因为这样一来会使得模型为退化的.Ｓｃｈｅｆｆé[２￣３]根据混料试验的特点ꎬ提出了规范多项式模型与中心多项

式模型.越来越多的专家及学者在该模型的基础上进行了大量的关于最优试验设计的研究.例如ꎬＢｅｃｋｅｒ 提出了

三种不同类型的齐次混料模型[４]ꎬＤａｒｒｏｃｈ 等提出了三分量二阶可加混料模型和 Ｋ 模型[５￣６] .绝大多数的混料模

型都可以转换为线性模型ꎬ且通过转化后ꎬ可用 分量 阶完全型多项式回归模型进行表示:

.

函数 是试验者根据不同的实际背景而提出的ꎬ且这些函数大多是非线性的ꎬ常见的广义非线性

模型有指数型非线性混料模型ꎬ含有倒数项的混料模型ꎬ对数比的混料模型等[７￣８]ꎬ在因子筛选以及试验初期统

计分析时常用到 Ｓｃｈｅｆｆé 二阶混料模型为

.

在这类模型中ꎬ指数模型是一类特殊的模型ꎬ即令 .一方面ꎬ这类模型将各个分量的值域由 映

射到 ꎬ由此构造的模型在单纯形域内更为稳健ꎻ另一方面ꎬ二阶指数模型能够很好地描述混料因子之间的交

互效应.李俊鹏和张崇岐[９]研究了这类二阶混料指数模型的 Ａ￣最优设计.文献[１０￣１１]中都研究了 ２ 分量情形下

混料指数模型的 Ｄ－最优设计.
本文在此基础上ꎬ研究二阶混料指数模型的 Ｄ－最优设计ꎬ在单纯形 内使用二阶格子点集作为最优支撑

点集ꎬ进一步求出两类点的最优测度ꎬ并计算出 情形下的最优测度和最优效率.

１　 二阶指数混料模型的信息矩阵

　 　 首先ꎬ使用文献[１２]中给出的定义和记号.

定义 １[１２] 　 设 是 的一个置换排列ꎬ对于单纯形内任意点 ꎬ由 生成

的置换点集记为

其中 .并记 表示由置换这 ｐ＋１ 个点排列而成的矩阵.

例如ꎬ由两个试验点 生成的置换点集可以表示为

其中 表示第 ｉ 个元素为 １ꎬ其余元素皆为 ０ 的 ｑ 维向量.

设计 的信息矩阵为

ꎬ

其中 .若一个设计 是 Ｄ￣最优的ꎬ则满足

ꎬ

且 是 Ｄ－最优设计的充分必要条件为

(１)

本文所讨论的 分量二阶指数混料模型的最优设计ꎬ一般形式如下

. (２)

１５５
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其中 ꎬ 分别为 维ꎬ 维待估参数向量ꎬ ꎬ

为混料指数模型向量.
很多时候ꎬ试验者希望构造出单纯形上的饱和设计ꎬ即试验的支撑点数与模型的待估参数的个数相同.由式

(２)可得ꎬ 分量二阶指数混料模型的待估参数为 个ꎬ因此ꎬ选取单纯形中各类中心点作为设计的支撑点

集ꎬ假设第一类点的测度为 ꎬ第二类点对应的测度为 ꎬ则模型所对应的设计为

. (３)

其中 ꎬ ꎬ且测度满足 .

为方便记ꎬ令 表示 ｑ 阶单位阵ꎬ 是元素全为 １ 的 ｑ 维列向量. ꎬ .

将 分量二阶指数混料模型所对应的设计矩阵记为以下分块形式

.

其中 ꎬ ꎬ ꎬ 为 阶ꎬ第一行前两个元素为 ꎬ其余元素都

是 １ꎬ其他行的元素是第一行元素的字典排序.
同时ꎬ可得可行设计 所对应的测度阵位

.

其中 为 阶单位矩阵ꎬ 为 单位矩阵ꎬ 为适当阶的零矩阵.于是可行设计 所对应的信息矩阵为

　 . (４)

其中 是第 １ 行第 １ 个元素为 ꎬ其余元素均为

ꎬ

且其余行为第一行元素的字典排序的 阶矩阵ꎬ即

是第一行前两个元素为

ꎬ

其余元素均为 ꎬ且其余行为第一行元素的字典排序的 阶矩阵.这里的 称为置换矩

阵ꎬ具体形式可见文献[１３].
下面讨论 时ꎬ二阶指数混料模型的最优设计.由式(３)可得ꎬ模型所对应的信息矩阵为

其中 为 ３ 分量混料置换矩阵ꎬ如文献[１３]定义.
根据设计测度 满足 ꎬ于是 等价于

　 . (５)

２５５
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其中 第一行前两个元素均为 ꎬ其余元素为 的 阶矩阵ꎬ且有

ꎻ

ꎻ

.

２　 ３ 分量二阶指数混料模型 Ｄ￣最优设计

　 　 根据上述式(４)结果及混料试验设计 Ｄ－最优准则ꎬ可得信息矩阵的行列式为

. (６)

由上式可知ꎬ 是关于 的一元函数ꎬ根据 Ｄ－最优准则ꎬ要使得 最大ꎬ因此令 ꎬ对 求

导可得

. (７)

令式(７)等于 ０ꎬ可得其极值点为 ꎬ根据函数极值的判别条件可得 为极大值点ꎬ如图 １.于是ꎬ

可得 ３ 分量二阶指数混料模型的 Ｄ－最优配置为 .因此ꎬ根据 Ｄ－最优等价性定理ꎬ可得定理 １.

图 １　 随测度 变化图

Ｆｉｇ.１　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｗｉｔｈ Ｍｅａｓｕｒｅ

定理 １　 对于三分量二阶混料指数模型(２)ꎬ测度设计

　 ꎬ (８)

是 Ｄ－最优设计.

证明　 根据 Ｄ－最优设计的等价性定理及式(１)ꎬ记设计 所对应的方差函数为

３５５
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ꎬ

其中 .因此ꎬ对于三分量二阶混料指数模型ꎬ要证明

由式(３)ꎬ(４)及式(８)计算可得

.

于是可得ꎬ设计 的方差函数如下:

　 　 　 　

在混料试验设计中ꎬ各因子 满足基本混料条件ꎬ即
.

因此利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法ꎬ令

ꎬ

于是ꎬ上式关于 的偏导分别为

.

令 ꎬ可得极值点为

ꎬ

４５５
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.

将 代入方差函数 ꎬ此时ꎬ目标函数就转化为 的形式ꎬ根据二元连续函数极值

存在的充分必要条件[１４]ꎬ计算可得到

ꎬ

且有 .
则 为极小值点ꎬ且 同理ꎬ经计算可知其余 ３ 个点 均为极小值

点ꎬ且
　 　 又根据文献[１５]知ꎬ模型(２)的最优设计的支撑点为 ꎬ于是有

于是有 成立.为了能直观地反映出方差函数 的变化情况ꎬ图 ２ 给出了 ３ 分量方差函数的等高

线图.

图 ２　 ３ 分量二阶混料指数模型的方差函数等高线图

Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｖａｒｉａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ３￣ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｍｉｘｔｕｒｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｍｏｄｅｌ

定理证毕ꎬ于是 是三分量二阶指数混料模型的 Ｄ－最优设计.

３　 ４ 分量二阶指数混料模型 Ｄ￣最优设计

　 　 分量二阶指数模型的信息矩阵ꎬ于是可得当 时的信息矩阵为

ꎬ (９)

其中 ꎬ

ꎬ .

为 时 所对应的 阶矩阵ꎬ其形式如文献[１１]中给出的置换矩阵.
于是ꎬ根据分块矩阵行列式的结果ꎬ可得

. (１０)

在混料试验设计中ꎬ对于 ４ 分量二阶混料指数模型ꎬ设计测度 满足 ꎬ于是式(１０)可简化为

５５５
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.

由上式可知ꎬ 是关于 的一元函数ꎬ 根据 Ｄ － 最优设计准则ꎬ 要使得 最大ꎬ 因此令

ꎬ对 求导并令导数为 ０ꎬ可得

可得极值点为 ｒ１ ＝ ０ꎬ

１
１０

ꎬ １
４
ꎬ经验证 为极大值点ꎬ于是可得 ４ 分量二阶指数混料模型的 Ｄ－最优配置为 .因此ꎬ根

据 Ｄ￣最优设计等价性定理ꎬ可得定理 ２.
定理 ２　 对于 ４ 分量二阶混料指数模型(２)ꎬ测度设计

　 ꎬ (１１)

是 Ｄ－最优设计.

证明　 根据 Ｄ－最优设计的等价性定理ꎬ若一个设计 是 Ｄ－最优的ꎬ根据式(１)ꎬ当且仅当方差函数满足下

面不等式

.

由式(２)ꎬ(４)及式(１１)可得

.

于是可得ꎬ设计 的方差函数如下:

.
与 ３ 分量情形类似ꎬ利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法ꎬ令

　 .

于是ꎬ上式关于 的偏导分别为
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.

令 ꎬ则极值点为

将 代入方差函数 ꎬ则目标函数转化为 ꎬ由三元连续函数极值存在的充

分条件[１６]可知ꎬ函数 在点 处的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为

ꎬ

计算得到 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的特征值分别为 ５９.４５６ ８ꎬ１４.８６４ ２ꎬ１４.８６４ ２ꎬ故 为正定矩阵.于是 为极小值点ꎬ
且 同理可得 均为极小值点ꎬ且有
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方差函数 在试验域 的支撑点

ꎬ在这些支撑点处的方差函数值均

为 １０.于是有 成立ꎬ定理证毕.

４　 混料模型最优设计效率比较

　 　 除了验证设计的最优性ꎬ很多时候由于无法得到等价性定理条件下的最优设计ꎬ这时需要考虑研究设计的

效率问题ꎬ于是基于 Ｄ－最优准则下的试验设计的效率函数被给出.Ｄ－最优设计效率

.

其中 和 分别表示二阶指数混料模型(２)下的任意设计与 Ｄ－最优设计ꎬ 为待估参数的个数.于是ꎬ根据第 ２
节的讨论ꎬ可以的得到 时ꎬＤ－最优设计准则下测度设计所对应的效率函数分别为

图 ３　 ｑ＝ ３ꎬ４ 情形下二阶混料指数模型效率函数

Ｆｉｇ.３　 Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｍｉｘｔｕｒｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｍｏｄｅｌ(ｑ＝ ３ꎬ４)

由图 ３ 可见ꎬ当 ｑ＝ ３ꎬ４ 时ꎬ设计的效率 和 都随着第一类混料点的测度 的增加ꎬ出现先增而

后减的状态ꎬ并分别在 和 处取到最大值.效率函数是连续的ꎬ整体具有极大值点ꎬ即任意的一个设计

只有在对应的最优权重 处才能以最少的试验次数获得关于试验的最大信息.同时ꎬ从图 ３ 中可以发现ꎬ当

时ꎬ设计效率 与 相同ꎬ即两个设计获得相同的试验信息.

５　 总结

　 　 本文主要以二阶指数混料模型为基础ꎬ研究该混料模型下的 Ｄ－最优设计.并利用饱和设计及混料试验设计

基本理论ꎬ得到了 分量二阶指数混料模型所对应的信息矩阵ꎬ并给出了 时的最优测度配置 ꎬ同时根据不

同最优准则下的最优设计等价性定理ꎬ证明了最优测度配置 是最优设计.最后本文通过比较了不同最优准则

下最优设计的效率以及在给定某种最优准则下ꎬ其他最优测度设计在该准则的效率ꎬ从结果中发现ꎬＤ￣最优设
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计效率变化相对稳定ꎬ并且设计的效率较高.这也与通常情况下ꎬ试验者更多的选择 Ｄ－最优设计是一致的.
Ｄ－最优设计在实际中应用广泛ꎬ在单纯形域内构造 Ｄ－最优设计ꎬ其方差函数可以导出具体的解析形式ꎬ而

在有附加约束的试验域内ꎬ方差函数的形式很难求出ꎬ并且难以证明最优性等价定理ꎬ此时可以考虑使用优化

算法在约束区域内进行搜索ꎬ关于混料试验域内的搜索算法可以参阅文献[１７￣２０].对于高阶混料型指数模型在

复杂约束域内的最优设计问题仍然是研究的难点ꎬ有待进一步研究.
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