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冻结钙质黏土三轴剪切分数阶双曲线模型参数确定及验证
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摘 要：钙质黏土地层具有结冰温度低、冻结后膨胀性大、遇水易崩解、强度低等工程地质问题，一直是冻结法施工的

重难点。建立形式较为简洁的剪切模型是设计钙质黏土冻结壁的关键。以淮南地区深部原状钙质黏土为研究对象，开

展不同温度和围压下的三轴剪切试验，得到了温度、围压对应力‒应变的影响规律，建立了剪切强度与冻结温度、围压

间的关系。针对冻结钙质黏土三轴剪切应力‒应变性质介于理想弹性与理想塑性之间的特性，将分数阶微积分引入到

双曲线模型，建立能同时考虑温度和围压影响的冻结钙质黏土分数阶双曲线模型。对应变进行分数阶变化，得到分数

阶应变与应力间的线性关系，进而分别建立温度、围压影响下的方程组。通过求解线性方程组，得到分数阶双曲线模

型参数。对比分数阶双曲线模型计算的应力值、邓肯‒张模型计算的应力值和冻结钙质黏土的试验值可知，所建立的

冻结钙质黏土分数阶双曲线模型能够很好地描述钙质黏土的应力‒应变规律，拟合精度更高。所建立的模型概念清

晰，参数少、易于确定且物理意义明确，便于工程运用。
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人工冻结法是通过人工制冷技术使土体降温，将

天然土体冻结的一种方法，具有地层可复原性好、隔

水性好、强度高等优点[1]，被广泛应用于基坑、井筒、地

铁隧道施工等领域[2‒4]。为了保证冻结法施工的安全，

研究冻土的力学特性十分必要。Shi等[5]基于断裂力学

建立了考虑冰透镜体切削效应的损伤变量，分析了剪

切荷载作用下非均质冻土损伤变量和塑性应变的变

化规律；Sun等[6]对冻结粉质黏土进行了一系列试验，

探究了含水率和围压对土体冻结强度的影响；朱锋盼

等[7]通过原状多年冻土在不同切样角度下的直剪试

验，探讨在‒2 ℃条件下青藏地区两种不同土性（粉土、

粉质黏土）冻土的直剪力学特性；张鸿朋等[8]利用自主

研发的冻土三轴仪，分析了冻结砂在不同应力状态下

的强度演化规律和变形特性。Huang 等[9]对冻结砂土

进行了三轴压缩试验，研究了中间主应力对冻土力学

性质的影响。Xiang等[10]在不排水条件下对砂土进行

三轴压缩试验，研究冻融循环对砂土强度和刚度的

影响。

为了完善对土的力学性能的研究，许多学者通

过数值模拟和试验建立了诸多本构模型，如元件模

型[11]、经验模型[12]、弹性模型[13‒14]等。元件模型通过

串并联元件的方式模拟土的力学特性，虽然直观但

参数求取困难；经验模型通过大量试验建立岩土本

构关系，虽然符合工程实际但物理意义不明确；弹性

模型参数少、形式简单、物理意义明确，常用的邓肯‒

张双曲线模型就因此而被广泛使用。张秋敏等[15]引

入损伤比参数，建立适用于强结构性黏土的修正邓

肯‒张本构模型；谭维佳等[16]通过搭建初始切线模量

与基质吸力的关系，建立一种新的考虑基质吸力的

非饱和土邓肯‒张统计损伤模型，分析了不同基质吸

力条件下非饱和土损伤累积规律；朱剑锋等[17]提出

考虑初始含水量、固化剂掺量和龄期影响的硫氧镁

水泥固化土的修正邓肯‒张模型；Shi 等[18]提出一种

结构系数比描述荷载作用下冰‒冻土界面的结构发

展程度，并对其归一化，以使用邓肯‒张模型来描述；

Qiu 等[19]采用邓肯‒张模型和修正的邓肯‒张模型对
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青藏高原地区冰碛土的力学性质和强度退化进行了

研究。

以上大多数模型为整数阶模型，并没有引入分

数阶的概念。但相较于整数阶模型，分数阶模型可以

很好地描述非局部扩散过程，其模型参数更少、关联

性好。目前，分数阶理论已经被广泛应用于岩土工程

的各个领域。姚兆明等[20]将分数阶导数引入指数模

型，建立了人工冻土单轴压缩下的应力‒应变分数阶

指数模型，能准确地预测单轴压缩、三轴剪切应力‒

应变曲线的变化趋势；Lu 等[21]基于分数阶导数和协

变变换，建立了土体的 3 维分数阶弹塑性模型，能够

描述土体在 3维应力条件下的强度和变形特性；Wen

等[22]将 3 参数分数阶导数模型引入到具有热过滤和

热渗透作用的热‒水‒力耦合控制方程中，以模拟海

洋黏土的黏弹性特性；Qu 等[23]将分数阶微积分代入

到弹塑性本构模型，并利用该模型描述岩石体积从

压缩到膨胀的过渡过程；Cui等[24]在黏弹性固结模型

中引入分数阶导数 Merchant（FDM）模型以模拟黏性

土的黏弹性特征。Sun 等[25]针对颗粒土，建立了一个

新的分数阶应力‒剪胀模型，分析剪切后土壤应力‒

剪胀特性。

淮南地区深部分布着厚层钙质黏土[26]。钙质黏土

有冰点低、冻结后膨胀性大、遇水易崩解、强度低等特

点[27]，对冻结法施工的要求较高。本文通过对淮南某

矿区钙质黏土进行一系列三轴剪切试验，进而考虑冻

结温度及围压对冻土应力‒应变关系的影响并探究其

变化规律。将分数阶微积分引入到双曲线模型建立冻

结钙质黏土分数阶双曲线模型，从而得出冻结钙质黏

土双曲线模型参数。研究结果可以为工程实践提供一

定的理论依据。

1　冻结钙质黏土三轴剪切试验

1.1　试验方案

试验土样为原状钙质黏土，取自淮南某矿区。取

样深度为139～180 m，现场取样如图1所示，土样的各

项基本物理参数见表1。

将从现场取回的土样加工成直径 50 mm、高

100 mm 的标准圆柱形试样。制作完成的原状土样如

图2所示。在三轴压力仓中对试样进行固结，并在固结

完成后进行24 h冻结养护。试验方案见表2。

试验采用安徽理工大学冻土实验室W3Z‒200型

冻土三轴试验机，分别在‒5 ℃、‒10 ℃、‒15 ℃温度下进

行试验。试验采用恒应变率加载，加载速率为1%/min，

当试验满足轴向应变达到20%、试验力降低20%或者

轴向应力达到峰值后轴向应变增加 3%这 3个条件中

任意一个条件时，试验自动停止。试验完成后的冻结

钙质黏土土样如图 3 所示。由图 3 可见，试样呈塑性

破坏。

表2　试验方案

Tab. 2　Test plans

用途

确定模型参数

模型验证

温度T/℃

‒5

‒10

‒10

‒10

‒10

‒15

‒5

‒15

‒8

‒8

‒8

围压σ3/MPa

5

0

1

3

5

5

0

0

1

3

5

图2　原状土样

Fig. 2　Undisturbed soil samples

表1　土样基本物理参数

Tab. 1　Basic physical parameters of soil samples

含水率/%

22.62

干密度/(g × cm‒3)

1.66

液限/%

38.8

塑限/%

21.9

图1　现场取样

Fig. 1　Field sampling
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1.2　试验结果分析

根据表 2试验方案得出冻结钙质黏土应力‒应变

曲线如图 4 所示。由图 4（a）、（b）可知，围压相同时，

钙质黏土在不同温度条件下的应力‒应变关系曲线

均呈现应变硬化的趋势，主要经历 3 个阶段[15]：第

1阶段为压密阶段，该阶段土样在轴向压力作用下变

得愈发密实；第 2阶段为弹性变形阶段，该阶段应力‒

应变关系曲线近似线性增长；第 3阶段为塑性屈服阶

段，随着应变的增加，应力缓慢增长，土体出现不可

恢复的塑性变形，直至其应力达到最大值，土体表面

出现微小裂缝且随着应变的继续增大，裂缝贯通土

体直至破坏。随着温度的降低，冻结黏土强度增大，

这是因为温度越低，冻土中未冻水的含量越低，冰结

晶含量越高，冰颗粒与土颗粒产生胶结力增大，使得

冻土整体的强度增强。由图 4（c）、（d）可以看出，当温

度 T 一定时，冻结钙质黏土的抗剪强度随着围压

的增大而增大，且随着围压的增大近似呈现线性增

长。当 T=‒8 ℃时，围压为 3、5 MPa 时的冻结钙质

黏土的强度分别比当围压为 1 MPa 时提高了 0.31、

0.61 MPa；当 T=‒10 ℃时，围压 3、5 MPa 时的冻结钙

质黏土强度分别比 1 MPa 时提高 0.31、0.65 MPa。造

成此现象的主要原因是随着围压的增大，土体内的

缝隙会因外部压力增大而减少，使得土体变得更加

紧密，土体强度增大。
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图4　不同温度和围压条件下冻结钙质黏土的应力‒应变关系

曲线

Fig. 4　Stress‒strain relationship curves of frozen calcare‐
ous clay under different temperatures and confin‐
ing pressures

图3　试验结束的土样

Fig. 3　Soil samples after tests
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2　冻结钙质黏土分数阶双曲线模型

邓肯‒张双曲线模型作为目前应用最广泛的非线

性弹性本构模型，其物理意义明确，能够反映土体应

力‒应变关系的非线性，且模型参数易求解，只需要三

轴剪切试验即可确定。冻土是由土颗粒、冰、未冻水及

气体组成的材料，其内部不同物质间存在着相互作用，

这使得冻土的力学性质复杂。冻土的应力‒应变性质可

看成是理想固体和理想流体以某种比例进行混合，其力

学特性既不符合胡克定律，也不遵守牛顿黏性定律，而

是遵守介于它们之间的某种关系。基于邓肯‒张双曲线

模型，引入分数阶微积分，不仅完全保留了邓肯‒张模

型意义明确、参数易于确定的优势，还可很好地描述

应力‒应变介于理想弹性与理想塑性间的特性。

2.1　分数阶微积分的定义

Riemann‒Liouville 型分数阶微积分算子对函数

f（t）的β阶积分定义为[28]：

d-β f (t)

dt-β
= t0

D-β
t f (t)= ∫

t0

t (t - τ)β - 1

Γ(β)
f (τ)dτ （1）

分数阶微分定义为：

dβ f (t)

dtβ
= t0

Dβ
t f (t)=

dn( )t0
D-(n- β)

t f (t)

dtn
（2）

式（1）～（2）中：D为分数阶微积分算子；t0为下限，t >

t0；β为分数阶阶数，β>0，且n‒1<β£n（n为正整数）；τ为

自变量；Γ( · )为Gamma函数，其定义如式（3）所示。

Γ(z)= ∫
0

¥

e-t tz - 1dtRe(z)  > 0 （3）

式中，Re(z) 表示复数 z的实部。

对于函数 f (x)= cx（c为常数），当0£β£1时，其分数

阶微分为：

dβ f (x)

dtβ
=

c

Γ ( )2 - β
x1 - β0 £ β £ 1 （4）

2.2　分数阶双曲线模型的建立

试验采用恒应变率加载，对于轴向应变 ε1随时间 t

变化的函数 ε1 = v0t（v0 为试验轴向加载速率，本文取

1%/min），根据式（4），其分数阶微分为：

dβε1

dtβ
=

v0

Γ(2 - β)
t1 - β （5）

将 t = ε1 /v0代入到式（5）中可得：

dβε1 (t)

dtβ
=

vβ0
Γ(2 - β)

ε
1 - β

1 （6）

根据邓肯‒张双曲线模型，在常规三轴试验中，有

σ1 - σ3 =
ε1

a + bε1
（7）

式中，σ1为轴向应力，σ3为围压，a、b为参数。

对式（7）进行变形，并对 ε1求β阶导数，再将式（6）

代入到式（7）中，可得：

vβ0
Γ(2 - β)

ε
1 - β

1

σ1 - σ3
= a + b

vβ0
Γ(2 - β)

ε
1 - β

1 （8）

令

C =
vβ0

Γ(2 - β)
ε

1 - β

1 （9） 

则
C

σ1 - σ3
= a + bC （10） 

2.3　分数阶双曲线模型参数的确定

考虑围压和温度的影响，进行6组三轴正交试验，

得出6组强度值见表3。

式（10）为 1 次函数的形式，故
C

σ1 - σ3
-C 拟合直

线的斜率和截距即为参数a、b的取值。由于本文描述的

应力‒应变曲线均为硬化型曲线，故β的取值为[0,1][28]。

现对 β值进行确定。在T=‒10 ℃、σ3=0条件下，分

别取β为0.1、0.2、…、0.9代入式（10），再引入冻结钙质

黏土的应力‒应变数据，可以得到 9组 β值的
C

σ1 - σ3
-

C曲线如图 5所示。由图 5可知，当 β=0.1时，曲线最接

近线性。同时，对剩下 5组数据采用相同的方法确定 β

值，结果表明，仍当β为0.1时，曲线的拟合直线最接近

线性，故取β为0.1。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

1

2

3

4

5

6

C
·(
σ 1

-σ
3)-1

C

β=0.1，R2=0.99
β=0.2，R2=0.98
β=0.3，R2=0.96
β=0.4，R2=0.92
β=0.5，R2=0.79
β=0.6，R2=0.40
β=0.7，R2=0.02
β=0.8，R2=0.48
β=0.9，R2=0.73

图5　T= ‒10 ℃、σ3=0时不同β取值的参数拟合曲线

Fig. 5　Parameter fitting curves for different values of β at 

T= ‒10 ℃, σ3=0

表3　三轴正交试验下的土体强度值

Tab. 3　Soil strength values under triaxial orthogonal tests 
                                                                              MPa

温度T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

2.21

1

2.53

3

2.84

5

1.98

3.18

4.37
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图6为β=0.1时剩下5组试验数据的拟合曲线。

结合图 5、6可得出拟合直线的截距和斜率，即参

数a、b的取值，结果见表4、5。

对表4中的6组参数a值进行回归分析，可得到参

数a与温度T、围压σ3之间的关系为：

a(Tσ3 )= 0.017T - 0.094σ3 + 0.851R2 = 0.83 （11）

由表5可知，T= ‒10 ℃时，参数b值在不同围压下

极为接近，表明围压σ3对b值影响不大，故只考虑温度

的影响，其关系式为：

b(T)= 0.025T + 0.57R2 = 0.96 （12）

由式（12）可知参数b使用线性拟合的优度达到了

0.96，说明其线性拟合精度较高，较为符合线性关系。

将式（11）、（12）代入式（10）可得出同时考虑温度

和围压的人工冻土分数阶双曲线模型计算公式为：

σ1 - σ3 =
C

(0.017T - 0.094σ3 + 0.851)+ (0.025T + 0.57)C

（13）

式中，C值计算参见式（9）。

2.4　模型验证

将第2.3节中的6组正交试验数据代入式（7）并进行

线性拟合，可以得出邓肯‒张模型拟合直线的截距和斜

率，即为该模型参数a、b的值，结果见表6、7。

对上述两组数据均采用多元线性拟合可以得出

参数a(Tσ3 )、b(Tσ3 )的拟合关系式为：

a(Tσ3 )= 0.016T - 0.121σ3 + 0.944 （14）

b(Tσ3 )= 0.021T - 0.026σ3 + 0.674 （15）

将 a(Tσ3 )、b(Tσ3 )代入式（7），求得邓肯‒张模型

计算公式为：

σ1 - σ3 =
ε1

a(Tσ3 )+ b(Tσ3 )ε1
（16）

根据式（13）建立的冻结钙质黏土三轴分数阶双

曲线模型和式（16）建立的邓肯‒张模型分别计算出不

同条件下的应力大小，并将其与试验值对比，结果如

图7、8所示；计算其拟合优度，结果见表8（标*的数据

为分数阶双曲线模型的拟合优度，未标*的为邓肯‒张模

型的拟合优度，下同）。由图7、8可知，分数阶双曲线模

型的计算结果与试验结果的吻合度好，说明该模型能很

好地描述冻结钙质黏土的应力‒应变规律。由表8可知，

双曲线分数阶模型总体拟合效果优于邓肯‒张模型。
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图6　β=0.1时的另外5组数据参数拟合曲线

Fig. 6　Fitting curves of another 5 sets of data parameters 
when β=0.1

表4　不同温度和围压下分数阶模型参数a的取值

Tab. 4　Values of parameter a in the fractional-order model 
under different temperatures and confining pressures

温度T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

0.84

1

0.45

3

0.33

5

0.33

0.23

0.16

表5　不同温度和围压下分数阶模型参数b的取值

Tab. 5　Values of parameter b in the fractional-order model 
under different temperatures and confining pressures

温度T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

0.35

1

0.33

3

0.31

5

0.46

0.29

0.21

表6　不同温度和围压下邓肯‒张模型参数a的取值

Tab. 6　Values of Duncan ‒ Chang model parameter a un‐
der different temperatures and confining pressures

温度T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

1.035

1

0.413

3

0.308

5

0.304

0.219

0.146

表7　不同温度和围压下邓肯‒张模型参数b的取值

Tab. 7　Values of Duncan ‒ Chang model parameter b un‐
der different temperatures and confining pressures

温度T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

0.354

1

0.349

3

0.317

5

0.473

0.293

0.211
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图7　σ3=5 MPa时试验值与两种模型计算值对比

Fig. 7　Comparison of experimental values and calculated 
values from two models at σ3=5 MPa
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为验证模型普适性，对不同围压与温度的试验数

据分别使用分数阶双曲线模型与邓肯‒张模型进行模

拟分析，如图 9、10所示。比较两种模型计算值与试验

值的拟合优度，结果见表9。
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图9　当σ3=0时，试验结果与两种数值模型计算结果的对比

曲线

Fig. 9　Comparison curves of experimental values and cal‐
culated values from two models at σ3=0
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图10　当T= ‒8 ℃时试验值与两种模型计算值对比

Fig. 10　Comparison of experimental values and calculated 
values from two models at ‒8 ℃

0 2 4 6

(a) σ3=0
ε1/%

(b) σ3=1 MPa
ε1/%

(c) σ3=3 MPa
ε1/%

(d) σ3=5 MPa
ε1/%

8 10
0

1

2

3

(σ
1-
σ 3

)/M
Pa

(σ
1-
σ 3

)/M
Pa

(σ
1-
σ 3

)/M
Pa

(σ
1-
σ 3

)/M
Pa

 试验值
 分数阶双曲线模型计算值
 邓肯-张模型计算值

 

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

 试验值
 分数阶双曲线模型计算值
 邓肯-张模型计算值

 

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

 试验值
 分数阶双曲线模型计算值
 邓肯-张模型计算值

 

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

 试验值
 分数阶双曲线模型计算值
 邓肯-张模型计算值

图8　当T= ‒10 ℃时试验值与两种模型计算值对比

Fig. 8　Comparison of experimental values and calculated 
values from two models at T= ‒10 ℃

表8　确定参数组数据两种模型的拟合优度对比

Tab. 8　Comparison of goodness of fit between two models 
               for determining parameter group data

温度
T/℃

‒5

‒10

‒15

σ3/MPa

0

0.83*、0.84

1

0.92*、0.74

3

0.91*、0.79

5

0.95*、0.90

0.91*、0.90

0.91*、0.92
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由图9、10可知，冻结钙质黏土分数阶双曲线模型

适用于三轴剪切试验。由表9可知，分数阶双曲线模型

对试验值的模拟优于邓肯‒张模型。

3　结　论

在分析冻结钙质黏土应力‒应变规律的基础上，

将分数阶微积分引入到双曲线模型，建立了冻结钙质

黏土分数阶双曲线模型，进一步确定了模型参数，并

与邓肯‒张模型进行了对比，得出如下主要结论。

1）由冻结钙质黏土三轴剪切试验可知，在相同围

压下，随着冻结温度的降低，钙质黏土峰值强度明显

增大。当温度一定时，峰值强度随着围压的增大而增

大且近似呈线性关系。

2）由冻结钙质黏土强度试验得出的应力‒应变曲

线均呈现硬化趋势，所建立的冻结钙质黏土分数阶双

曲线模型能够很好地描述这种曲线硬化的趋势。模型

适用范围广，可以同时考虑温度和围压，验证可知模

型的拟合效果较好，参数较少并且易于确定。

3）与邓肯‒张模型对比可知，所建立的冻结钙质

黏土分数阶双曲线模型对三轴剪切试验有着更高的

拟合精度，能够更好地描述冻土应力‒应变介于理想

弹性与理想塑性之间的特性。

由于本文是针对天然土体进行试验的，没有将含

水量作为变量参数，如果工程中的含水量发生改变，

一是可以根据文中提出的模型参数确定方法对参数

进行重新确定；二是可在模型中引入含水量参数，对

所建模型进一步修正，这将是作者下一步的研究

内容。
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Determination and Verification of Parameters for the Fractional Order Hyperbolic Model of 

Triaxial Shear for Frozen Calcareous Clay
YAO Zhaoming1,2， TANG Haidong1,2*， LAI Longhui1,2

(1.College of Civil Engineering, Anhui University of Science and Technology, Huainan 232001, China;

2.Engineering Research Cener of Underground Mine Construction, Ministry of Education, Huainan 232001, China)

Abstract: Calcareous clay strata present significant engineering geological challenges, including low freezing temperatures, substantial post-

freezing expansion, high susceptibility to disintegration in water, and low strength. These properties readily cause excessive deformation or frac‐

ture of freezing pipes during construction, representing a major obstacle in artificial ground freezing (AGF) projects. Establishing an accurate con‐

stitutive model for calcareous clay freezing walls is therefore a critical element of their design. A series of triaxial shear tests is performed on cal‐

careous clay retrieved from a mining area in Huainan. Field samples are prepared into standard cylindrical specimens (50 mm diameter, 100 mm 

height). Specimens are first consolidated within a triaxial pressure chamber and subjected to 24 h freezing curing. Testing is conducted using the 

W3Z‒200 frozen soil triaxial apparatus at Anhui University of Science and Technology􀆳s frozen soil laboratory. Test parameters include a strain 

rate of 1%/min, temperatures of ‒5, ‒10, and ‒15 ℃, and confining pressures of 0, 1, 3, and 5 MPa. Experimental stress‒strain relationships for 

the frozen soil are obtained. The Duncan‒Chang hyperbolic model is enhanced by incorporating fractional calculus, resulting in a fractional hyper‐

bolic model specifically for frozen calcareous clay. The parameters of this model are determined, and its performance is compared against the 

original Duncan‒Chang model. Triaxial shear tests on frozen calcareous clay reveal that, under constant confining pressure, its peak strength in‐

creases significantly with decreasing temperature. In contrast, at constant temperature, peak strength increases approximately linearly with in‐

creasing confining pressure. The stress‒strain curves exhibit distinct strain-hardening behavior. The fractional hyperbolic model accurately cap‐

tures this hardening characteristic. This model demonstrates broad applicability, effectively accounting for the simultaneous influence of both tem‐

perature and confining pressure. Validation confirms its good-fitting performance, while its relatively few parameters facilitate simple determina‐

tion. This study utilizes natural soil samples and does not consider variations in water content as an experimental parameter. If moisture content 

differs significantly in specific engineering applications, the model parameters can be re-determined using the methodology proposed herein. Fu‐

ture research focuses on incorporating moisture content parameters directly into the model for further refinement.
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