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超固结非饱和黏性土三剪次加载面硬化模型

胡小荣，路 祥*，王 攀，裘 强

(南昌大学 工程建设学院，江西 南昌 330031)

摘 要：将Bishop应力变量法和Fredlund应力变量法分别应用于三剪强度准则，推导出两种应力变量法下的非饱和

土三剪破坏应力比及非饱和土三剪屈服面方程，并引入统一硬化参数来反映土的超固结性，得到了超固结非饱和土

的屈服面方程。在此基础上，采用次加载面理论反映土在动静荷载作用下的变形特性，并以此建立超固结非饱和黏性

土三剪次加载面硬化模型，该模型能够反映超固结非饱和黏性土的应变软化和剪胀特征及循环荷载作用下塑性应变

的累积和滞洄特性。以江西南昌地区重塑红黏土为研究对象进行室内土工试验、压缩回弹试验，得到本构模型计算所

需基本土性参数。利用非饱和三轴试验仪进行超固结非饱和土静三轴固结排水试验，利用动态土工三轴仪进行超固

结饱和土循环三轴固结排水试验，得到在静、动荷载下超固结土的应力‒应变关系曲线。将本构模型计算结果分别与

超固结土静、动三轴固结排水试验结果进行对比验证，结果表明：本文本构模型计算模拟结果与试验结果变化规律一

致，可以较好地反映超固结土应变软化、剪胀性，以及动荷载下超固结黏性土棘轮效应和曼辛效应等力学特性；验证

了所建立本构模型在模拟超固结土应力应变等基本力学特性方面的适用性。真三轴数值模拟结果表明，中间主应力

影响系数、基质吸力和超固结比越大，常规静态三轴表现为应力峰值增大，动循环三轴表现为土体达到变形结束时的

累计塑性应变减小。本文本构模型能够较好地反映超固结土体在真三轴固结排水状态下的力学特性。
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国内外学者在常规弹塑性本构模型的基础上提

出了边界面模型、下加载面模型、UH模型、两面模型

等可以描述超固结土力学特性的本构模型。Dafalias

等[1‒4]提出的边界面模型能够描述应力在屈服面内变

化而引起的塑性变形，不用记忆多个屈服面的大小、

位置及塑性模量，但是其模型参数缺乏明确物理含义

且确定方法十分复杂。Hashiguchi等[5‒6]提出了下加载

面模型。该模型可以反映土体在单调、循环荷载作用

下的真实力学性能。Nakai等[7]建立了适用于超固结土

的 tij模型，该模型可以考虑中间主应力对应力路径的

依赖性和对土应力应变的影响，可以较好地反映超固

结土的 3维力学特性，但是 tij模型也存在参数物理含

义不明确且不能有效地描述超固结土剪胀特性的问

题。Houlsby 等[8]在土体弹塑性本构模型基础上引入

Hvorslev线，建立了适用于描述超固结土特性的弹塑

性模型，但是该模型描述土体在 3维状态下的力学特

性并不是很理想。Mita等[9]在其基础上进行修正，建立

了可以描述超固结土在3维状态下的应力应变特性的

Hvorslev面修正剑桥模型，但是该模型以Hvorslev面

为屈服面，却以修正剑桥模型为塑性势面，所以其合

理性需要进一步验证。李潇旋等[10‒11]构建了超固结非

饱和土弹塑性双面模型，考虑了土体超固结程度和基

质吸力的影响。姚仰平等[12]提出统一硬化参数 H，构

建了能够描述土体剪缩、剪胀的统一硬化模型，该模

型中的材料参数物理意义明确且确定方法简单，可以

通过对统一硬化参数形式的适当调整，实现对松砂、

密砂、黏土等具有各向异性土体的应力应变特性的

描述。

上述模型多针对超固结非饱和土在静荷载作用

下的力学特性进行研究，但对动荷载作用下超固结非
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饱和土的力学特性还少有涉及。Hashiguchi[13‒14]提出

的次加载面模型可以较好地模拟和预测土体在循环

荷载作用下所表现出的曼辛效应和棘轮效应等力学

特性，同时克服了边界面模型中采用不严谨的试凑法

来确定模型参数的缺陷，其模拟预测的土体在静、动

荷载作用下的应力‒应变曲线连续、光滑。

目前，大多数的超固结非饱和土本构模型都是在临

界状态土力学的理论框架下建立起来的，然而，屈服函

数中的破坏应力比需要强度准则来确定。土体的强度准

则主要有 Mohr‒Coulomb 准则、Druker‒Prager 准则、

Lade 准则、SMP 准则和双剪统一强度准则。Mohr ‒

Coulomb准则没有考虑中间主应力影响，Druker‒Prager

准则没有反映出拉压差效应，Lade准则不能考虑黏聚

力对土体破坏的影响，SMP准则因其模型特征单一而

不能较好地反映土体力学特性的多样性。基于双剪统一

强度准则[15]，同时考虑十二面体单元上3个主剪应力共

同作用所提出的三剪统一强度准则，在反映岩土材料的

中间主应力效应特性、拉压不等效应特性及应力区间效

应特性等强度特性方面具有自身优点[16]。三剪统一准则

已被应用于结构性土[17]、含泥饱和砂土[18]和正常固结

非饱和黏性土的力学特性分析中[19]。

综上所述，超固结非饱和黏性土力学特性较为复

杂，常规临界状态模型无法合理地描述超固结非饱和

土体应变软化、剪胀等特性；并且，已有的对于超固结

土体在动态荷载作用下本构模型的研究较少，且大

多数超固结土本构模型未考虑中间主应力效应影

响。因此，本文基于非饱和土修正剑桥模型，引入统

一硬化参数、次加载面理论和非饱和土三剪破坏应

力比，建立超固结非饱和黏性土的三剪次加载面模

型。该模型能够反映超固结土的硬化、软化、剪胀、剪

缩等特性，可以体现超固结土在循环荷载作用下的

棘轮效应（塑性应变的累积特性）和曼辛效应（滞回

特性），还可以考虑中间主应力效应，能够反映超固

结非饱和黏性土在更为复杂的真三轴状态下的应力

应变特性。

1　非饱和土三剪统一强度准则与破坏应力比

1.1　三剪统一强度准则

三剪统一强度准则表达式为[16‒18]：

[ (σ̄′1 - σ̄′3 )2 + b(σ̄′1 - σ̄′2 )2 + b(σ̄′2 - σ̄′3 )2 ] - (1 + b)×

[ (σ̄′1 )2 - (σ̄′3 )2 ]sin φ′= 2c′(1 + b)(σ̄′1 - σ̄′3 )cos φ′（1）

式中，σ̄′1、σ̄′2、σ̄′3分别为最大、中间和最小有效主应力，b

为中间主应力影响系数，c′ 为土体的有效黏聚力，φ′为
土体的有效内摩擦角。

文献[20]分别将Bishop应力变量法和Fredlund应

力变量法与三剪统一强度准则相结合，提出了Bishop

应力变量法和Fredlund应力变量法的非饱和土三剪强

度准则。

Bishop应力变量法的非饱和土三剪统一强度准则

表达式为[20]：

q =A(p′+ χs)sin φ′+Ac′ cos φ′ （2）

式中：q为广义剪应力；p′为平均净主应力；χ为Bishop

系数；s为基质吸力；A的表达式为

A = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú6(1 +b)cos( )θ -

π
6

 
ì
í
î
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é
ë
êêêêcos2( )θ -

π
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ü
ý
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ù
û
úúúúbcos2( )θ +

π
6

+bsin2θ - (1 + b)cos ( )2θ +
π
6

sin φ′ ，

其中，θ为应力角。

Fredlund应力变量法的非饱和土三剪统一强度准

则表达式为[20]：

q =Ap′ sin φ′+A(c′+ cs )cos φ′ （3）

式中，cs 为非饱和土的吸附黏聚力，其表达式为 cs= s ×

tan φb，φb为吸力角。

1.2　破坏应力比

将 Bishop 应力变量法的非饱和土三剪统一强度

准则作为破坏准则，采用坐标平移法推导出新的破坏

应力比。由文献[20]可知，非饱和土Bishop应力变量法

坐标平移后的破坏应力比 M̂1为：

M̂1 =
q̂
p̂′ =

q
p′+ c′ cot φ′+ χs =A sin φ′ （4）

式中，p̂′、q̂ 分别为坐标平移后的平均净主应力和偏

应力。

平移前后土的压缩指数λ、λ̂的关系为：

λ̂ =Λ1 λ （5）

式中，Λ1 =
ln(c′ cot φ′+ χs)

ln
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

2(c′ cot φ′+ χs)
1 + c′ cot φ′+ χs

。

平移前后土的回弹指数κ、 κ̂间的关系为：

κ̂ =Λ1κ （6）

与Bishop应力变量法类似，Fredlund应力变量法

中坐标平移后的非饱和土破坏应力比 M̂2为：

M̂2 =
q̂
p̂′ =

q
p′+ (c′+ cs )cot φ′ =A sin φ′ （7）

采用坐标平移法时Fredlund应力变量法中的比例

因子为：

Λ2 =
ln [ ](c′+ cs )cot φ′

ln
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

2(c′+ cs )cot φ′
1 + (c′+ cs )cot φ′

（8）
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2　超固结非饱和黏性土三剪次加载面模型

2.1　三剪正常屈服面方程

饱和土的修正剑桥模型屈服面方程为：

f = q2 +M 2 p′2 -M 2 p′2 p′y (0)= 0 （9）

式中，f 为屈服函数，p′y (0)为有效屈服应力，M为破坏

应力比。

采用孙德安[21]提出的LC屈服线，并根据其修正

后的LC屈服线得到非饱和状态时土的净屈服应力，

其表达式为：

 p′y(s) = p′n( p′y( )0

 p′n )
λ(0)- κ(0)
λ(s)- κ(s)

（10）

式中，p′y(s)为非饱和土的净屈服应力，p′n 为当非饱和

土吸湿时不发生湿化变形的应力，λ(0)和κ(0)分别为饱

和土的压缩指数和回弹指数，λ(s)和κ(s)分别为非饱和

土的压缩指数和回弹指数。

由文献[20]可知，非饱和土压缩指数 λ(s)、回弹指

数κ(s)与基质吸力 s之间的关系为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

λ(s)= λ(0)-
λs s

pa + s


κ(s)= κ(0)+ κs s
（11）

式中，λs 为反映非饱和土压缩指数 λ(s)随基质吸力大

小变化的参数，κs 为反映非饱和土回弹指数 κ(s)随着

基质吸力大小变化的参数，pa代表标准大气压。

用 p′y (s)对饱和土修正剑桥模型中的有效屈服应

力p′y (0)进行替换，即将式（10）代入式（9）中，可得非饱

和土修正剑桥模型中的屈服函数为：

f = q2 +M 2 p′2 -M 2 p′p′n( p′y (0)

p′n )
λ(0)- κ(0)
λ(s)- κ(s)

= 0 （12）

土在饱和状态时的硬化函数为：

ln
é

ë
ê
êê
êp′y (0)

p′0
ù

û
ú
úú
ú =

1 + e0

λ(0)- κ(0)
εp

v （13）

式中，p′0为初始平均净主应力，e0为土的初始孔隙比，

εp
v为土的塑性体应变。

采用式（4）中的 M̂1和式（7）中的 M̂2分别对式（12）

中的M进行替换，并结合式（13）中的硬化函数，可得

在Bishop应力变量法和Fredlund应力变量法中非饱和

土三剪正常屈服面方程分别为：

f = (p′+ c′cot φ′+ χs)+ q2

M̂ 2
1 (p′+ c′cot φ′+ χs)

- px1 （14）

f = (p′+ (c′+ cs )cot φ′ )+ q2

M̂ 2
2 (p′+ (c′+ cs )cot φ′ )

- px2

（15）

式（14）～（15）中，px1 和 px2 分别为Bishop应力变量法

和Fredlund应力变量法中的等效平均净应力，即非饱

和土三剪正常屈服面与p′ 轴的交点。

正常屈服面定义为[22]：

f (σy )=F(H̄) （16）

式中，σy 为当前应力状态 σ在正常屈服面上的对偶应

力，F为加载屈服面，H̄为各向同性硬化参量。

引入文献[23]中的修正统一硬化参数 H，使本构

模型能够反映非饱和土在超固结状态下的应力软化

特性和剪胀特性：

H = ∫M 4
f - η

4

M 4 - η4
dεp

v （17）

式中：Mf为潜在强度；η为应力比，η = q p′。

根据式（14）～（17），可得超固结非饱和黏性土在

Bishop应力变量法和Fredlund应力变量法中的三剪正

常屈服面方程分别为：
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f (p′qθs)= (p′+ c′cot φ′+ χs)+ q2

M̂ 2
1 (p′+ c′cot φ′+ χs)



F(H)= px1 = (p′n + c′cot φ′+ χs)
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p′n + c′cot φ′+ χs exp ( )1 + e0

Λ1[ ]λ(0)- κ(0)
H
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λ(s)- κ(s)

（18）
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q2

M̂ 2
2 (p′+ (c′+ cs )cot φ′ )



F(H)= px2 = [ ]p′n + (c′+ cs )cot φ′
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úú
ú
ú
úp′0 + (c′+ cs )cot φ′

p′n + (c′+ cs )cot φ′ exp ( )1 + e0

Λ2[ ]λ(0)- κ(0)
H

λ(0)- κ(0)
λ(s)- κ(s)

（19）

2.2　超固结非饱和黏性土的三剪次加载面方程

次加载面理论假定应力空间中在正常屈服面（传

统屈服面）的内部存在一个与其几何相似的次加载

面，其定义为[13]：

f (σ̄)=RF(H) （20）

式中，σ̄为次加载面上的当前应力，R为次加载面和正

常屈服面尺寸的比值（相似比）。将式（18）、（19）分别

代入式（20）可得超固结非饱和黏性土在 Bishop 应力
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变量法和Fredlund应力变量法中的三剪次加载面方程 分别为：
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f = (p′+ c′cot φ′+ χs - ᾱp )+
(q - ᾱq )2
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f = (p′+ c′cot φ′+ χs - ᾱp )+
(q - ᾱq )2
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1 (p′+ c′cot φ′+ χs - ᾱp )

-Rpx2

px2 = [ ]p′n + (c′+ cs )cot φ′
é
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úp′0 + (c′+ cs )cot φ′

p′n + (c′+ cs )cot φ′ exp ( )1 + e0

Λ2[ ]λ(0)- κ(0)
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λ(0)- κ(0)
λ(s)- κ(s)

（22）

式（21）～（22）中，(ᾱp, ᾱq)为三剪次加载面的几何

中心。

相似比R的微分dR采用Hashiguchi[13]提出的方程：

dR =U  dεp （23）

式中：εp为塑性应变；U为单调递减的函数，假定为：[13]

U =-uln R （24）

将式（23）和（24）代入到式（17）中，可得超固结下

相似比R的演化规律为：

dR =U  dεp =-uln R dεp
v + dεp

q =-uln R dH + dεp
q

（25）

式（24）～（25）中：u为材料常数，其作用是控制应力点

向正常屈服面靠近的速率；dεp为塑性应变增量；dεp
v为

塑性体应变增量；dεp
q为塑性剪切应变增量。

2.3　相似中心演化规律

相似中心面方程为[24] ：

f (Ŝ)=Rs F(H) （26）

式中，Ŝ为考虑正常屈服面背应力的相似中心，Rs为相

似中心面和正常屈服面尺寸的比值。

将式（18）、（19）分别代入式（26），可得 Bishop 应

力变量法和Fredlund应力变量法的三剪相似中心面方

程分别为：

f = (p′+ c′cot φ′+ χs)+ q2

M̂ 2
1 (p′+ c′cot φ′+ χs)

- px1（27）

f = [ p′+ (c′+ cs )cot φ′] + q2

M̂ 2
2 [ ]p′+ (c′+ cs )cot φ′

- px2

（28）

相似中心的封闭条件为[13]：

dS - dα -
dF
F

Ŝ £ 0 （29）

式中，S为相似中心，α为正常屈服面的几何中心。

根据相似中心的封闭条件并结合修正统一硬化

参数 H，可得在超固结状态下相似中心的演化规

律为：

dS =C  dεp ( σ - ᾱR
-

S - α
w ) + 1 + e0

Λ(λ - κ)
(S - α)dεp

v   （30）

式中：C为次加载面的材料常数，C ³ 0；w为次加载面

的材料常数，0 £ w＜1，且为相似中心比Rs的最大值；Λ

取 Λ1 时为使用 Bishop 应力变量法，取 Λ2 时为使用

Fredlund应力变量法。

2.4　模型加卸载准则及演化机理

三剪次加载面模型的加卸载准则如下[13]。

加载（dεp ¹ 0）：
¶f
¶σ̄′ dσ

′> 0 （31）

式中，
¶f
¶σ̄′为次加载面对其当前应力向量 σ̄′的偏导向

量，dσ′为净应力增量向量。

加载时，次加载面尺寸不断接近正常屈服面，同

时R应满足的如下条件：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

R = 0dR =+¥ ;

0 <R < 1dR > 0;

R = 1dR = 0;

R > 1dR < 0

（32）

卸载（dεp = 0）：
¶f
¶σ̄′ dσ

′£ 0 （33）

卸载时，相似比 R 减小，次加载面逐渐变小，

该阶段只产生弹性变形。次加载面几何中心表达

式为：

ᾱ = (1 -R)S +Rα （34）

ì
í
î

ïï
ïï

ᾱp = (1 -R)Sp +Rαp

ᾱq = (1 -R)Sq +Rαq
（35）

式中，(Sp，Sq)为相似中心面的几何中心。

将式（20）代入式（35）中，可得模型在卸载过程中

的相似比R为：

R =
-K2 ± K 2

2 - 4K1 K3

2K1
（36）
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其中：对于Bishop应力变量法有

K1 = S 2
p +

S 2
p

M̂ 2
1

- px1Sp，                                      

K2 = 2(p′+ c′ cot φ′+ χs - Sp )Sp +
2(q - Sq )Sq

M̂ 2
1

-

(p′+ c′ cot φ′+ χs - Sp )px1，                

K3 = (p′+ c′cot φ′+ χs - Sq )2 +
(q - Sq )2

M̂ 2
1

；          

对于Fredlund应力变量法有

K1 = S 2
p +

S 2
p

M̂ 2
2

- px2Sp，                                        

K2 = 2(p′+ (c′+ cs )cot φ′- Sp )Sp +
2(q - Sq )Sq

M̂ 2
2

-

(p′+ (c′+ cs )cot φ′- Sp )px2，              

K3 = [ ]p′+ (c′+ cs )cot φ′- Sq

2

+
(q - Sq )2

M̂ 2
2

。         

2.5　塑性模量

塑性应力和塑性应变之间的增量关系为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dεp
v = L

¶f
¶p′ 

dεp
q = L

¶f
¶q

（37）

式中：L 为加载指数； 表示一种运算，当 L > 0 时，

L = L，当L £ 0时，L = 0。

L和塑性模量Kp之间的关系为：

L =
1

Kp
·
¶f
¶σ′ dσ

′ （38）

将式（38）代入到式（37）中可得：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dεp
v =

1
KP ( )¶f

¶p′ dp′+ ¶f
¶q

dq
¶f
¶p′ 

dεp
q =

1
KP ( )¶f

¶p′ dp′+ ¶f
¶q

dq
¶f
¶q

（39）

假设正常屈服面几何中心为原点，由次加载面方

程一致性条件可得：
¶f
¶σ̄

dσ̄ -FdR -RdF = 0 （40）

式中，dσ̄ = dσ - (1 -R)dS + SdR。

由式（40）进一步可得：

     
¶f
¶p′ dp′+ ¶f

¶q
dq +

¶f
¶ᾱp

dᾱp +
¶f
¶ᾱq

dᾱq +
¶f
¶R

dR +

      
¶f
¶px

dpx = 0 （41）

式 中 ：dᾱp = (1 -R)dSp - SpdR，dᾱq = (1 -R)dSq - SqdR；

dR =-u ln R dH + dεp
q ；dpx = px·

1 + e0

Λ ( )λ(s)- κ(s)
dH，px 为

等效平均净应力。

采用相关联流动法则，可得超固结非饱和黏性土

的三剪次加载面塑性模量Kp为：

Kp =-
¶f
¶p′

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ¶f
¶ᾱp

(1 -R)
¶Sp

¶εp
v

+
¶f
¶ᾱq

(1 -R)
¶Sq

¶εp
v

- ( )¶f
¶ᾱp

Sp +
¶f
¶ᾱq

Sq -
¶f
¶R

¶R

¶εp
v

+
¶f
¶px

·
¶px

¶εp
v

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
-

¶f
¶q

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ¶f
¶ᾱq

(1 -R)
¶Sq

¶εp
q

- ( )¶f
¶ᾱp

Sp +
¶f
¶ᾱq

Sq -
¶f
¶R

¶R

¶εp
q

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

（42）

2.6　弹塑性本构关系

由弹塑性应变增量的定义可知：

dε = dεe + dεp （43）

式中，dε为总应变增量，dεe 为弹性应变增量，dεp 为塑

性应变增量。

对式（43）两边同乘以弹性刚度矩阵De有

Dedε =Dedεe +Dedεp （44）

由胡克定律可得：

dσ′=Dedεe =De (dε - dεp ) （45）

又因为

dεp = L
¶f
¶σ′，L =

1
Kp

·
¶f
¶σ′ dσ

′ （46）

将式（46）代入到式（45）可得加载指数 L 的表达

式为：

L =
{ }¶f
¶σ′

T

Dedε

Kp + { }¶f
¶σ′

T

De ¶f
¶σ′

（47）

将式（47）和（46）代入到式（45）得：

dσ′=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
De -

De ¶f
¶σ′{ }¶f

¶σ′

T

De

Kp + { }¶f
¶σ′

T

De ¶f
¶σ′

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷
dε =Depdε （48）

式中，Dep为弹塑性刚度矩阵。

3　单调加载下模型三轴固结排水试验验证

3.1　三剪次加载面模型计算参数的确定

采用江西南昌地区非饱和重塑红黏土为试验土

样，利用室内土工试验得到土样的相对重度、最大干
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密度、最优含水率、液限和塑限、泊松比和初始孔隙

比等土工参数。利用 GDS 非饱和常规三轴试验仪进

行控制基质吸力的压缩回弹试验，得到不同基质吸

力下对应的非饱和土压缩指数和回弹指数，结果

见表 1。

根据不同基质吸力所对应的 λ(s)和 κ(s)值，结合

式（21）做非线性拟合，得到回归参数 λ(0)=0.057 39和

λs=0.022 41，κ(0)=0.009 88和 κs=−3.10×10−5。

使用GDS非饱和常规三轴试验仪进行超固结非

饱和土静三轴试验，采用 SDT‒10温控动态土工三轴

仪进行超固结饱和土循环三轴固结排水试验，得到

在静、动荷载下超固结土的应力‒应变关系曲线。利

用GDS非饱和三轴仪进行固结排水试验，由 s为 0时

的摩尔圆和强度包线，可得饱和土的有效黏聚力和

有效内摩擦角。上述试验所得模型计算参数见表 2。

Bishop应力变量法有效应力参数采用文献[25]所

提出的方法来确定，计算公式为：

χ =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 1

1 + ( )ᾶs
n

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

m

（49）

式中，拟合参数值 ᾶ=1.368，n=0.08，m=3.76。

因与参考文献采用的土样相同，故可直接将上述

拟合参数代入到式（49）中求得不同基质吸力值所对

应的Bishop有效应力参数值。

3.2　三剪次加载面模型的三轴固结排水试验验证

在非饱和超固结土本构模型的基础上，采用For‐

tran语言编制该模型的计算程序，将超固结非饱和土

常规三轴固结排水试验结果和本构模型理论计算结

果进行对比分析，以验证新建立的本构模型的正确

性。在单调加载条件下，试样中的基质吸力分别为 0、

50、100、150 kPa，先期固结压力为 800 kPa，超固结比

ROC 分别为 16、8、4。试样以较高的先期固结应力固结

完成后，保持基质吸力不变，根据试验所需要的超固

结程度将围压卸载到所设定的值并保持 12 h，从而

使土样达到超固结状态。限于篇幅且考虑到结果均

类似，故只列出 s = 0、ROC = 16，s = 150 kPa、ROC = 8 和

s = 150 kPa、ROC = 4这3种情况下轴向应变 ε1与偏应力

q、体应变 εv的关系曲线，如图1～3所示。由图 1～3可

知，本文本构理论模型计算结果和室内三轴固结排水

试验结果的变化规律一致。当超固结比较大时，土体

试样在剪切过程中的偏应力‒轴向应变曲线出现明显

的峰值强度且在峰值强度后出现软化现象。本文本构

模型可以较好地反映非饱和土在超固结状态下的应

变软化特性，验证了理论模型的可靠性。

表1　不同基质吸力条件下的非饱和土压缩指数和回弹

指数

 Tab. 1　Compression index and rebound index for unsatu⁃
rated soils under different matric suctions

基质吸力 s/kPa

0

50

100

150

压缩指数λ (s)
0.057 39

0.050 48

0.046 05

0.043 51

回弹指数κ (s)
0.009 88

0.008 83

0.007 08

0.005 10

表2　模型计算参数

Tab. 2　Model calculation parameters

饱和土
压缩指数λ(0)

0.057 39

非饱和土
材料参数λs

0.022 41

饱和土
回弹指数κ(0)

0.009 88

非饱和土
材料参数κs

−3.10×10−5

饱和土有效
黏聚力c′/kPa

26.90

饱和土有效
内摩擦角φ′/(°)

31.0

泊松比ν

0.35

初始
孔隙比e0

0.56

吸力内摩擦
角φb/(°)

24.30

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

100

200

300

400

500

试验数据
 Fredlund应力变量法计算结果
 Bishop应力变量法计算结果

q/
kP

a

ε1/%
(a) q-ε1 (b) εv-ε1 

0 2 4 6 8 10 12 14 16

-1

0

1

2

3

4

5
试验数据

 Fredlund应力变量法计算结果
 Bishop应力变量法计算结果

ε v
/%

ε1/%

图1　s = 0、p′= 50 kPa、ROC = 16时的本构模型计算结果与试验结果对比

Fig. 1　Comparison between constitutive model predictions and experimental measurements at s = 0, p′= 50 kPa, ROC = 16
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Bishop应力变量法所得结果与试验结果相比偏小

5%～8%；Fredlund 应力变量法在当轴向应变在 10%

以内时与三轴试验结果基本吻合，轴向应变超过10%

以后模拟结果略高于试验结果。采用Fredlund应力变

量法所得结果较 Bishop 应力变量法偏大，同时 Fred‐

lund应力变量也更为接近实际试验结果。原因是Fred‐

lund应力变量法采用净应力和吸力两个应力变量来描

述非饱和土的应力特征量，故可以更加准确地反映土

体的力学特性。文献[19]中也有相似的结论表明Fred‐

lund 应力变量法较 Bishop 应力变量法更为接近实际

试验结果。

4　循环荷载作用下模型的三轴固结排水试

验验证

4.1　超固结饱和江西红黏土

将所得的Frdlund应力变量法理论计算结果与饱

和土动三轴固结排水试验数据进行对比分析。u、C、w

为次加载面模型的 3个特有参数，其中：u可以控制次

加载面向正常屈服面靠近的速率参数，可由中等变形

速率的应力‒应变曲线的斜率初步确定；参数C通过控

制曼辛系数的大小来影响滞洄曲线的宽度；w为极限

相似中心面和正常屈服面的比值，其值不超过 1[6]。选

取初始压实度为 90%、前期固结压力为 600 kPa、净围

压为400 kPa、ROC=1.5、振幅qd为50 kPa的循环动三轴

固结排水试验数据作为参数标定对象，采用文献[13]

所用的方法对模型参数进行初步确定，依据加载—卸

载—再加载应力路径的三轴试验结果对其进行不断

地调整，直至数值计算结果能较好地拟合超固结非饱

和黏性土的应力‒应变曲线为止。最终确定次加载面

动荷载参数为u=220，C=370，w=0.9。

试样轴向应变与偏应力、循环次数N间关系对比

曲线如图4所示。由图4可知，本文所建立的本构理论

模型计算结果与超固结饱和土循环动三轴固结排水

试验结果的变化规律一致，取得了较好的模拟预测结

果，可以较好地反映出在循环荷载作用下超固结饱和

土随着循环加载次数不断增加，滞洄圈面积变小的棘

轮效应（塑性应变的累积特性）和曼辛效应（滞洄特

性）等循环塑性特征。

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

100

200

300

400

500

600

700
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 试验数据
 Fredlund应力变量法计算结果
 Bishop应力变量法计算结果

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-1

0

1

2

3 试验数据
 Fredlund应力变量法计算结果
 Bishop应力变量法计算结果

 

q/
kP

a

ε1/%
(a) q-ε1 

ε v
/%

(b) εv-ε1 
ε1/%

图2　s = 150 kPa、p′= 100 kPa、ROC = 8时的本构模型计算结果与试验结果对比

Fig. 2　Comparison between constitutive model predictions and experimental measurements at s = 150 kPa, p′= 100 kPa, ROC = 8
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 试验数据
 Fredlund应力变量法计算结果
 Bishop应力变量法计算结果
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(a) q-ε1 
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(b) εv-ε1 
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图3　s = 150 kPa、p′= 200 kPa、ROC = 4时的本构模型计算结果与试验结果对比

Fig. 3　Comparison between constitutive model predictions and experimental measurements at s = 150 kPa, p′= 200 kPa, ROC = 4
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4.2　超固结非饱和土

选取工况基质吸力为300 kPa、净围压为400 kPa、

ROC=1.38、振幅 qd 为 250 kPa，模型所需参数为 e0=

0.705、v=0、p′y (0)=50 kPa、p′n=43 kPa、λ(0)=0.078、κ(0)=

0.01、λ(s)=0.073、κ(s)=0.015，基质吸力为 300 kPa时两

种模型参数u、C和w分别均取50、270和0.7。对Fredlund

应力变量法和Bishop应力变量法所预测的结果与文献

[10]中的双面模型预测结果进行对比验证，结果如图5

所示。

由图 5可知，本文所建立的本构模型计算值与李

潇旋等[10]所建立的超固结非饱和土的弹塑性双面模

型模拟结果吻合较好，可以较好地体现明显的滞洄圈

及滞洄圈随着循环次数的增加而不断减小、所产生的

塑性变形也逐渐减小等循环荷载作用下的超固结非

饱和土力学特性。在相同工况条件下，Fredlund应力变

量法达到稳定时的塑性累积应变相对Bishop应力变

量法的结果更大，也更接近实际试验结果。

5　三剪次加载面模型的真三轴数值模拟

5.1　超固结非饱和土静真三轴数值模拟

基于超固结非饱和土三剪次加载面本构模型，利

用Fortran语言编写可体现中间主应力影响系数b值影

响的超固结非饱和土固结排水条件下真三轴静、动循

环的数值计算程序。静真三轴数值模拟的对象是江西

红黏土，以在Fredlund应力变量法下采用坐标平移法

的次加载面模型为例，所选取的工况为：σ′2 =200 kPa、

σ′3=100 kPa，基质吸力 s=50 kPa，中间主应力系数b=0、

0.25、0.5、0.75、1.00，超固结比为 8，先期固结压力为

800 kPa。轴向应变 ε1 与主应力差 σ′1 - σ′2、体应变 εv 间

的数值模拟关系曲线如图6所示。由图6可知，中间主

应力影响系数会对超固结非饱和土的强度峰值及体

应变产生影响。在轴向应变较小时，b值对曲线影响较

小，不同b值下的模拟曲线较为接近；随着轴向应变的

增大，偏应力及体应变曲线差值逐渐增大。当保持基

质吸力、围压和超固结比等条件不变时，随着中间主

应力影响系数的增大，曲线的峰值强度随之增大。
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  图4　p′= 50 kPa、qd = 50 kPa、ROC = 12时的本构模型计

算结果与饱和土动三轴试验结果对比

   Fig. 4　Comparison between constitutive model predic‐
tions and saturated soil dynamic triaxial experi‐
mental measurements at p′= 50 kPa, qd = 50 kPa, 

and ROC = 12
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  图5　s = 300 kPa、p′= 400 kPa、qd = 250 kPa、ROC =1.38

时所提本构模型与双面模型计算结果对比

 Fig. 5　Comparison between the proposed constitutive model 
and the double-surface model predictions at s = 
300 kPa, p′= 400 kPa, qd = 250 kPa, and ROC =1.38
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5.2　超固结非饱和土循环动真三轴模拟分析

超固结非饱和土循环动真三轴试验存在仪器成

本高、耗费时间长、操作不当会导致试验结果误差较

大等问题。数值试验的方法则具有成本低、耗时短等

优势，还能够确保生成试样的同一性、加载方式和模

型边界的多样性，弥补因缺乏条件而无法进行室内试

验的缺陷。本文采用PFC3D真三轴颗粒流模拟代替室

内真三轴试验对所建本构模型进行动真三轴试验验

证[26‒27]。在 PFC3D 颗粒流建模中，采用 Hill 接触模型

为颗粒间直接赋予基质吸力，采用柔性边界面模拟室

内土工试验橡皮模对土样的包裹。

5.2.1　细观参数标定

由文献[28]可知，阻尼系数对试验影响很小，故可

取常数0.7。相对于砂土颗粒，黏性土颗粒具有较大黏结

强度，选取黏性土体颗粒间黏结强度为2.0´106 N[29]。

数值模拟试验的超固结土土样压实度为 90%，前期固

结压力为800 kPa，基质吸力 s为50 kPa，当前围压p′为
50 kPa，超固结比为 16。在常规静三轴固结排水条件

下，将模拟结果与土工试验结果进行对比并进行细观

参数标定。

由以往经验可知，黏性土体的杨氏模量基本上在

1.0´106
～1.0´108 Pa 范围内，本文选取杨氏模量为

5.0´107、3.0 ´ 107、1.0 ´ 107、5.0 ´ 106 Pa进行敏感性分

析。在PFC3D中，黏性土泊松比取值一般为0～0.5，本

文选取泊松比为 0.30、0.35、0.40 进行参数标定。摩擦

系数值在 0 到 1 之间，根据经验选取摩擦系数为 0.2、

0.3、0.4进行标定。柔性膜颗粒之间的接触并不需要重

点研究，只需将膜颗粒与土体颗粒之间的黏结强度设

为一个较大值（2.0 ´ 106 N），保证膜不会破裂即可。刚

性墙体接触刚度选取 1.0 ´ 107 N/m[30]，膜颗粒密度选

取 1.0 ´ 103 kg ×m-3[30]，膜颗粒和刚性墙体的摩擦系数

选 取 0.7[30]，同 时 将 膜 颗 粒 的 接 触 刚 度 设 置 为

5.0 ´ 103、1.0 ´ 104 和 2.0 ´ 104 N/m 进行敏感性分析。

图7～10为不同杨氏模量、泊松比、摩擦系数和不同膜

颗粒接触刚度条件下的PFC3D数值模拟结果与试验

结果对比。
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 图6　s=50 kPa, ROC =8条件下不同b值时的主应力差和体

应变与轴向应变关系曲线

  Fig. 6　Curves of deviatoric stress-axial strain and volu‐
metric strain-axial strain of different b values un‐
der s = 50 kPa, ROC =8
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图7　不同杨氏模量值时的PFC3D应力‒应变模拟曲线

Fig. 7　PFC3D-simulated stress‒strain curves for different 
Young’s modulus values
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图8　不同泊松比值时的PFC3D应力‒应变模拟曲线

Fig. 8　PFC3D-simulated stress‒strain curves for different 
Poisson ratios values
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由图7～10可知，当颗粒杨氏模量为 3.0 ´ 107 Pa、

泊松比为 0.35、摩擦系数为 0.3、膜颗粒的接触刚度为

1.0 ´ 104 N/m时，模拟结果与试验结果最为匹配，由此

标定出一组适用于超固结非饱和黏性土的PFC3D数

值模拟细观参数，见表3和4。

5.2.2　建模及结果对比分析

PFC3D真三轴模型为80.0 mm×39.1 mm×39.1 mm

的长方体，如图11所示。

荷载施加方法：1）首先对六面体单元的 3个方向

同时施加最小净主应力σ′3，固结排水；2）固结完成后，

一个方向应力σ′3保持不变，其余两个方向应力增至中

间净主应力 σ′2，固结排水；3）一个方向应力 σ′2 继续保

持不变，另一个方向应力在 σ′2 基础上施加循环荷载，

排水。当轴向应变达到15%或者试样破坏时认定试验

结束。

施加的循环荷载振幅为 50 kPa，振动频率为

0.5 Hz，先期固结压力为 800 kPa。由于土质、固结排水

条件、先期固结压力相同，循环动真三轴数值试验采

用前述标定过的参数。将本构模型动真三轴计算结果

与PFC3D模拟结果进行对比，如图12所示。由图12可

知，本构理论计算结果与PFC3D数值模拟结果所表现

出的趋势基本一致。当其他条件一定时，Fredlund应力

变量法相对于Bishop应力变量法所得到的累计塑性

应变较大，也更为接近PFC3D模拟结果。总体而言，所

建立的本构模型可以体现出固结排水条件下超固结

非饱和土体在循环动真三轴条件下的曼辛效应、棘轮

效应等力学特性，可以反映中间主应力、最小主应力、

振动幅值和基质吸力等对土体在复杂条件下力学性

能的影响，验证了所建立模型的合理性。
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图9　不同摩擦系数值时的PFC3D应力‒应变模拟曲线

Fig.9　PFC3D-simulated stress‒strain curves for different 
friction coefficient values
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图10　不同膜颗粒接触刚度值时的PFC3D应力‒应变模拟

曲线

Fig. 10　PFC3D-simulated stress‒ strain curves for differ‐
ent contact stiffness values of film particles

表3　PFC3D数值模拟颗粒细观参数

Tab. 3　Granular microparameters adopted for PFC3D numerical simulations

接触
对象

土颗粒

接触
模型

Hill接触模型

初始
孔隙率

0.3

杨氏
模量/Pa

3.0 ´ 107

泊松比

0.35

法向黏结
强度/N

2.0 ´ 106

切向黏结
强度/N

2.0 ´ 106

摩擦
系数

0.3

阻尼
常数

0.7

密度/
(kg ×m−3)

2 660

表4　柔性膜与刚性墙体细观参数

Tab. 4　Microparameters of flexible film and rigid wall

接触
对象

膜颗粒

刚性墙体

接触
模型

接触黏结模型

线性接触模型

法向接触刚度/
(N·m−1)

1.0 ´ 104

1.0 ´ 107

切向接触刚度/
(N·m−1)

1.0 ´ 104

1.0 ´ 107

法向黏结强度/
N

2.0 ´ 106

切向黏结强度/
N

2.0 ´ 106

摩擦
系数

0.7

0.7

阻尼
常数

0.7

密度/
(kg·m−3)

1 000

图11　柔性边界真三轴数值模型

Fig. 11　True triaxial numerical model of flexible boundary
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6　结 论

本文在非饱和土修正剑桥模型基础上，引入统一

硬化参数、次加载面理论和非饱和土三剪破坏应力

比，建立了超固结非饱和黏性土三剪次加载面模型。

将江西南昌地区重塑红黏土作为试验土样，采用

GDS非饱和常规三轴试验仪进行超固结非饱和土固

结排水静三轴试验，采用 SDT‒10温控动态土工三轴

仪进行超固结饱和土固结排水循环三轴试验，并将

本构模型计算结果与试验结果进行了对比验证，结

论如下：

1）该模型能够反映超固结土的硬化、软化、剪胀、

剪缩等特性，还可以体现超固结土在循环荷载作用下

的棘轮效应（塑性应变的累积特性）和曼辛效应（滞洄

特性）。

2）本构模型计算结果与试验结果变化规律一致，

验证了所建模型的正确性。在超固结土静三轴固结排

水试验中，当轴向应变在10%以内时，Fredlund应力变

量法与三轴试验结果基本吻合；当应变大于 10%时，

Fredlund 应力变量法模拟结果略高于试验结果。Bi-

shop应力变量法所得结果与试验结果相比偏小 5%～

8%。在循环动三轴试验中，在相同工况条件下，Fred‐

lund 应力变量法达到稳定时的塑性累积应变相对于

Bishop应力变量法的计算结果更大，也更为接近实际

试验结果。

3）真三轴数值模拟结果表明：中间主应力影响系

数越大，剪应力峰值和体应变越大，土体抵抗破坏和

变形的能力增强；常规静态三轴体现在应力峰值的增

大，动循环三轴体现在土体达到稳定时的累计塑性应

变减小。
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Triple-shear Subloading Surface Hardening Model for Over-consolidated Unsaturated Clays
HU Xiaorong， LU Xiang*， WANG Pan， QIU Qiang

(School of Infrustructure Engineering, Nanchang University, Nanchang 330031, China)

Abstract: The Bishop stress variable method and the Fredlund stress variable method are applied to the triple-shear strength criterion to derive 

two triple-shear failure stress ratios and the related triple-shear yield surface equations for unsaturated clays under the two stress variable meth‐

ods. The unified hardening parameter is then introduced into the original yield surface equations to obtain the over-consolidated yield surface 

equations for unsaturated soil. The subloading surface theory is applied to establish two triple-shear subloading surface hardening models (TSSH) 

for over-consolidated unsaturated clays to reflect the soil deformation characteristics under dynamic and static loads. These two proposed models 

reflect strain softening, dilatancy, as well as plastic strain accumulation and hysteresis under cyclic loading. Taking the remolded red clay in the 

Nanchang area of Jiangxi Province as the research object, the basic soil parameters required for the calculation of the TSSH are obtained by labo‐

ratory geotechnical tests. The unsaturated static triaxial CD (consolidated drained) tests and the saturated cyclic triaxial CD tests for the over-

consolidated unsaturated clays are conducted. The stress‒strain relationship curves for the over-consolidated clays under static and cyclic loads 

are obtained, and the constitutive model results are compared to the static and cyclic triaxial CD tests. The results showed that the constitutive 

model outcomes are consistent with the experimental data, which better reflect the mechanical properties such as strain softening, dilatancy, and 

the ratchet and Masing effects of the over-consolidated clays under cyclic loads. The applicability of the proposed constitutive models in reflect‐

ing the basic stress‒strain properties of the over-consolidated clays is verified. The numerical simulations of the true triaxial show that when the 

influence coefficient of the intermediate principal stress, the matrix suction, and the over-consolidation ratio are larger, the peak stress of conven‐

tional static triaxial becomes larger, and the cumulative plastic strain of the cyclic triaxial decreases as the clays reach the end of deformation. The 

constitutive model effectively reflects the mechanical properties of over-consolidated soil under true triaxial consolidation and drainage.

Key words: over-consolidated unsaturated clays; subloading surface hardening model; triple-shear strength criterion; unified hardening param‐

eters; Jiangxi red clay
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