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摘 要：自然界中冰川广布，在外界环境的扰动下，冰川冰会发生变形，诱导冰川灾害的发生。因此，研究多晶冰的力

学特性和本构模型对于理解冰川灾害的发生具有重要的理论价值。本文基于多晶冰试样在不同温度和围压试验条件

下的三轴试验数据及连续介质力学等理论框架建立了多晶冰的二元介质本构模型。在所建立的本构模型中，多晶冰

试样由胶结元和摩擦元共同构成，其中，胶结元表现为线弹性力学特性，摩擦元表现为弹塑性力学特性。在外荷载作

用下，胶结元逐渐破损转变为摩擦元，两者共同承担外部荷载。为了描述胶结元和摩擦元在代表性单元体中的关系，

借助均匀化理论并引入破损率和应变集中系数，以描述试样在受荷载过程中内部结构的演化和应变分布的不均匀

性。试验结果表明，多晶冰试样的应力‒应变曲线呈应变软化，体积应变曲线随着围压的增加从先体缩后体胀转变为

完全的体缩趋势。通过试错法等方法给出在−2 ℃条件下各参数与围压的关系及在−6 ℃部分试验条件下的参数取

值，并对比了试验和模拟曲线，验证了本文模型的合理性。对部分结构参数进行敏感性分析，表明了模型的通用性。
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冰川在全球范围内广泛分布于高纬度和高海拔

地区。中国作为世界上中、低纬度冰川最发育的国家，

约有 0.54% 的面积被冰川覆盖，主要分布在新疆、甘

肃、青海等地区[1]。随着近年来气候变暖及高海拔地区

地壳运动强烈，冰川内部薄弱面在受到扰动后会进一

步发育，形成完整横断面，引发冰川滑动、冰崩等冰川

灾害[2‒3]。例如：2016 年，西藏地区的阿鲁错湖附近发

生冰川崩塌，碎屑行进了 7 km，覆盖了沿途 8～9 km2

的区域；2021年，印度北阿坎德邦喜马拉雅山楠达德

维冰川发生了冰崩灾害，摧毁了下游两座水电站，造

成 80人死亡[4‒5]。冰川灾害会淹没田地，冲毁建筑，诱

发冰崩堵江、堰塞湖等次生灾害，对经济建设和生态

环境造成毁灭性打击。针对冰川灾害的研究，一方面，

是基于实地监测、遥感技术、数值模拟等方法，评估灾

害的冰崩体积和行进距离等[6]；另一方面，是基于理论

对一定环境条件下冰的力学特性进行研究，探究冰川

灾害的启动原因。冰川灾害的产生与冰川冰在外界荷

载扰动下的失稳密不可分，因此，研究多晶冰的力学

特性对理解冰川灾害的产生机理具有重要的理论

价值。

目前，研究者对冰试样进行了大量试验，对冰的

力学特性和变形特性进行了研究。针对冰的峰值应力

和断裂强度的研究适用于破冰船工作等短期工程；针

对冰的蠕变行为研究适用于时间、空间维度较大的问

题，如极地冰川的退化[7‒9]。三轴试验是研究材料力学

行为的经典方法，有学者通过改变三轴试验中的围

压、温度等变量进行了相关研究，提出：多晶冰试样在

低围压和高应变率的试验条件下表现出脆性特征[10]；

多晶冰试样的峰值应力在较低围压水平下与围压成

正相关，但是在高围压下峰值应力反而降低[11]；温度

对多晶冰试样的强度具有增强作用[12‒13]；应变率的降

低导致冰样从剪切破坏过渡到蠕变破坏[14‒16]；此外，
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试样的孔隙率与试样的破坏形式密切相关，随着孔隙

率的增加，试样的峰值强度出现削弱[17]。

本构模型是描述材料力学性质的基础，通过试验

数据建立冰的本构模型，可以预测自然环境下冰的破

坏行为。针对多晶冰试样的本构模型，Wong等[18]采用

摩尔库伦屈服准则，构建了正常固结破碎冰与时间无

关的塑性模型。李洪升[19]等认为海冰是一种非线性黏

性材料，并建立了适用于单轴试验条件的海冰非线性

黏弹性本构方程。Gol􀆳dshtein等[20]采用非相关联的流

动法则，给出描述海冰损伤的经验方程。王刚[21]和

Wang[22]等提出包含最大主剪应力和中间主应力的广

义双剪黏弹塑性本构模型，又将Drucker‒Prager 屈服

准则引入到黏弹塑性本构模型，并对渤海海冰进行了

相关模拟。徐洪宇等[23]对人造多晶冰试样进行了恒定

加载速率三轴试验，发现应力‒应变曲线表现为应变

软化。胡志强等[24]利用理想弹塑性材料模拟冰的载荷

特性，可较合理地模拟冰受挤压失效的行为特性。Xu

等[25]基于冰与结构之间的相互作用提出非线性黏弹

性部分和塑性部分串联的本构模型，并验证了冰与钢

板相撞的工况。Yu等[26]基于冰与结构之间的作用，提

出一个包含3部分的现象学模型，研究冰的应力‒应变

关系，并考虑了冰破裂长度。

以往研究都将试样整体假定为均匀介质材料，并

在热力学、弹塑性力学等知识框架下给出本构关系。

冰作为自然界中一种常见的材料，内部结构并非完全

胶结在一起，也会存在应力、应变的不均匀分布。二元

介质框架通过均匀化理论，将微观角度由破损和未破

损两部分组成的状态转换为宏观上的均匀状态，从而

构建了完整的二元介质本构模型[27‒28]。在二元介质模

型中，代表性单元体（representative volume element，

RVE）由胶结元和摩擦元两部分组成，在受到外荷载作

用时，胶结元逐渐转化为摩擦元，宏观力学性质也会

发生改变。目前，二元介质模型已经被应用于描述岩

石[29]、融土[30]、冻土[31‒33]等材料。本文基于均匀化理

论，建立冰的二元介质本构模型，描述多晶冰的力学

特性，同时给出确定结构参数的方法，并将试验曲线

与模拟曲线进行对比，验证模型合理性。

1　多晶冰试样的力学特性试验

1.1　三轴试样制样方法

三轴试验已被广泛应用于融土、冻土的研究，但传

统的抽真空饱和对于冰并不适用，有学者对三轴试验

制样方法进行了改进，进而对多晶冰试样进行三轴试

验[21]。试验采用MTS三轴材料试验仪，搭配冷浴循环，

压力室温度范围恒定在−30 ℃至室温之间。多晶冰试

样尺寸为 61.8 mm×125.0 mm，试验材料为人造多晶

冰。试验中，选取的温度为（−2 ± 0.2） °C 和（−6.0 ± 

0.2） ℃，围压分别为 0.5、1.0、3.0和 4.0 MPa，应变率为

1.25 mm/min。

多晶冰试样的制备流程为：

1）将纯净水置于扁平容器中，并在−6 ℃环境下保

持 24 h，直至完全冻结，将冻结后的单晶冰捣碎成块

状。随后，经粉碎机粉碎后的块状冰过 2 mm圆孔筛，

取粒径小于 2 mm的冰晶颗粒进行试验，以保证多晶

冰三轴试样的均匀性。

2）将冰颗粒放入模具中并分层压实。压实过程中，

将多晶冰样品分为3层，每层冰颗粒的重量接近90 g。

压实后，对模具顶部进行光滑处理。最后，将蒸馏水从

底部向上缓慢注入模具，得到多晶冰的饱和样品。蒸

馏水必须提前放入冰块，确保其温度为0，防止在注入

过程中引起模具内冰的融化。同时，为了减少蒸馏水

注入的冲刷作用，在模具底部依次铺设滤纸和多孔塑

料片。

3）将整套模具置于负温环境下冻结 24 h，直至试

样完全冻结。冻结完成后，拆模并打磨至试验所需尺

寸且表面光滑，用橡胶膜套住试样并将其置于预设为

试验温度的恒温箱内备用。

多晶冰试样三轴试验示意图如图1所示。

图1　多晶冰三轴试验示意图

Fig. 1　Schematic diagram of polycrystalline ice triaxial test
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试验过程保持剪切速率恒定，多晶冰试样在轴向

应变较小时就达到峰值应力，因此在试样达到 4%轴

向应变时停止试验。试验停止后，多晶冰试样出现鼓

胀破坏，破坏形态如图2所示。

1.2　三轴试验结果分析

试验过程中应变率保持 1.25 mm/min。依据试验

数据，不同围压下多晶冰的应力‒应变曲线及体积应

变曲线如图3所示。

由图3（a）、（c）可以看出，在−2 ℃和−6 ℃条件下，

不同围压下多晶冰试样的应力‒应变关系均呈现应变

软化。在初始阶段，应力‒应变曲线呈线性增加的趋

势，可以近似为线弹性阶段；随着轴向应变的进一步

增大，偏差应力增长趋于缓慢，这是由于试验过程中

试样局部发生破坏，试样内部出现冰颗粒的碎裂、滑

移、错动，降低了试样整体抵抗变形的能力，进入塑性

屈服阶段；试样达到峰值应力后，偏应力迅速下降，表

现出明显的软化；随后，随着轴向应变的增加，进入塑

性流动阶段，并在达到残余强度后趋于稳定。在不同

围压试验条件下，试样均呈现出脆性材料的特点，在

轴向应变达到 1% 左右时就已经达到对应的峰值

应力。

由图 3（b）、（d）可知：在围压较小的试验条件下，

多晶冰试样先发生体缩现象，随后发生较大的体胀，

最后体积应变为负值，表现为试样的体胀；随着围压

的上升，围压对侧向变形的限制增加，试样的体缩趋

势不变，体胀趋势降低，最终体积应变表现为试样的

体缩；随着围压的进一步增大，试样的体积应变没有

体胀趋势，表现为完全的体缩。对比不同温度下的体

积应变曲线可以发现，温度的降低对试样的体缩趋势

具有抑制作用。

图4为不同试验条件下多晶冰试样的峰值应力。由

图4可知：试验开始时，峰值应力随围压的增加而增大，

两者成正相关；当围压增加到一定程度后，试样的峰值

应力反而减小，两者成负相关。这是因为当围压较低

时，围压对试样内部空隙起到一定的压实作用，强化颗

粒间的连接，围压对试样有侧限约束作用，因此随着围

压的增加，多晶冰试样的峰值应力同样增加。但在围压

较大的试验条件下，冰样会发生压融、压碎，引起试样
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图3　不同围压下多晶冰试样的三轴试验曲线

Fig. 3　Test curves under different confining pressures of 
polycrystalline ice

图2　多晶冰试样破坏形态

Fig. 2　Failure forms of polycrystalline ice samples
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内部冰颗粒的破裂、滑移，削弱多晶冰颗粒之间的连

接，导致多晶冰试样峰值应力下降。基于本文试验结

果，可以确定在围压σ3达到4 MPa之前，总是存在一个

围压阈值，在达到该值之前，试样的峰值应力与围压成

正相关；当达到或超过这个阈值时，峰值应力与围压成

负相关。在本文的后续表述中，定义超过该阈值的围压

试验条件为高围压试验条件。

综上，在外荷载作用下，多晶冰试样首先发生局

部冰颗粒破坏，出现冰颗粒的压碎、压融，进而引起内

部冰颗粒的滑移、错动，并逐渐发展为整个试样的破

坏。这种力学行为可以采用二元介质模型进行描述。

2　多晶冰试样的二元介质本构模型

2.1　二元介质本构模型

基于断裂力学，二元介质通过均匀化理论将材料

微观的不均匀状态转化为宏观的均匀状态。二元介质

模型认为RVE在加载前完全由胶结元构成，宏观上表

现为胶结元的力学性质；在受到外荷载作用后，局部

受力产生破坏，胶结元向摩擦元转化。在未完全破坏

时，RVE微观结构由胶结元和摩擦元共同构成，其微

观组分处于动态变化过程；在完全破坏时，RVE在宏

观上表现为摩擦元的力学性质。

为描述多晶冰的力学性质，依据试验条件和制

样方法，对冰的三轴试样进行分析，依据二元介质模

型概念，给出胶结元和摩擦元的定义，如图 5所示。在

宏观上，多晶冰三轴试样是均匀的、各向同性的材

料；在微观上，多晶冰试样由孔隙冰和骨架冰共同构

成，骨架冰构成试样的骨架，孔隙冰填充在试样孔隙

中，将试样完全胶结成一个整体。在没有承受外荷载

时，多晶冰试样完全由胶结元构成，表现出弹性材料

的力学特性；随着施加外荷载，试样内局部孔隙冰出

现压融、压碎，失去胶结能力，引起范围内骨架冰的

破碎和错动。对于出现破坏的局部试样，其表现出松

散的冰颗粒力学特性，本文将出现破损的局部整体

认为是摩擦元。在加载过程中，孔隙冰逐渐破损，引

起骨架冰的错动和嵌挤，使冰颗粒间相互接触，补偿

丧失的胶结能力，此时胶结元向摩擦元转化。整个试

验过程中，胶结元和摩擦元共同承担外荷载。

在对多晶冰的二元介质本构模型推导的过程中，

将未破损材料定义为胶结元（以下标 b表示），将破损

材料定义为摩擦元（以下标 f表示）。

在三轴试验条件下，须遵守：

σ11 = σ1，σ22 = σ33 = σ3 （1）

ε11 = ε1，ε22 = ε33 = ε3 （2）

εv = εkk = ε1 + ε2 + ε3 = ε1 + 2ε3 （3）

εs =
2
3 ( )εεij -

1
3
δijεkk ( )εεij -

1
3
δijεkk = 2

3 [ (ε1 -

ε2 )2 + (ε2 - ε3 )2 + (ε3 - ε1 )2 ]
1
2 （4）

式（1）～（4）中，σ1、σ2、σ3分别为大、中、小主应力，ε1为

轴向应变，ε2 和 ε3 为侧向应变，σ11、σ22、σ33 分别为大、

中、小主应力方向的应力大小，ε11、ε22、ε33 分别为大、

中、小主应变方向的应变大小，εij为应变张量，εkk为对

应变张量 εij中 i=j的项进行求和，δij为克罗内克符号，

εv 为体积应变，εs 为广义剪应变，i、j、k 的取值范围为

1～3。

取代表性单元RVE，其局部应力‒应变关系为：

σlocal =Dlocalεlocal （5）

式中，σlocal、Dlocal、εlocal分别代表RVE的局部应力张量、

局部刚度矩阵和局部应变张量。

依据均匀化理论，平均应力和平均应变可以表

示为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3 ave

=
1
V
∫ é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3 local

dV （6）

é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 ave

=
1
V
∫ é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 local

dV （7）

为了表征荷载作用下试样内部胶结元的破损程

度，引入破损率 λv对摩擦元在RVE中的体积占比进行

描述，其定义为：

λv =
Vf

V
（8）

式（6）～（8）中，下标 ave 代表平均，下标 local 代表局

部，V代表RVE总体积，Vf代表摩擦元所占体积。

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

  -2 ℃
  -6 ℃

围压σ3/MPa 

偏
应

力
(σ

1-
σ 3

)/M
Pa

图4　不同试验条件下多晶冰试样的峰值应力

  Fig. 4　Peak stress of polycrystalline ice under different 
test conditions

图5　多晶冰试样二元介质理论示意图

Fig. 5　Schematic diagram of binary medium constitutive 
model of polycrystalline ice
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依据 λv的定义，将胶结元、摩擦元的应力、应变与

RVE的应力、应变关系表示为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3

= (1 - λv ) é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3 b

+ λv
é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3 f

（9）

é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

= (1 - λv ) é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 b

+ λv
é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 f

（10）

依据式（9）、（10），可得相应的增量表达式为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3

= (1 - λi
v ) é

ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 b

+λi
v
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 f

+ dλv(éëêêêê ù
û
úúúúσ1

σ3

i

f

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3

i

b )
（11）

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

= (1 - λi
v ) é

ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 b

+λi
v
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 f

+ dλv(éëêêêê ù
û
úúúúε1

ε3

i

f

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

b )
（12）

式中，上标 i代表初始状态下的参数取值。

定义胶结元和摩擦元模量刚度矩阵分别为 Db、

Df，则有：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 b

=Db
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 b

（13）

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 f

=Df
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 f

（14）

分析式（12），给出摩擦元应变增量的表达式：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 f

=
1

λi
v

ì
í
î

ïï

ïï
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

- (1 - λi
v ) é

ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 b

-

       dλv(éëêêêê ù
û
úúúúε1

ε3

i

f

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

b )üýþïïïïïï （15）

将式（15）代入式（14）可得摩擦元的应力增量表

达式，再将其代入式（11）可得到总应力的表达式为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3

= (1 - λi
v )(Db -Df ) é

ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 b

+Df
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

+

Dfdλv(éëêêêê ù
û
úúúúε1

ε3

i

f

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

b ) - dλv(éëêêêê ù
û
úúúúσ1

σ3

i

b

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3 ) （16）

为了描述胶结元应变与总应变的关系，引入应变

集中系数C：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 b

=C é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

（17）

根据式（17）给出胶结元应变张量的增量形式：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 b

=C ié
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

+ é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

dC （18）

将式（17）代入式（10），将C引入摩擦元应变表达

式得到：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3 f

=A é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

（19）

A =
1
λv

[ I - (1 - λv )C ] （20）

式中，I为单位矩阵，A为中间变量。

将式（18）代入式（16）得到RVE的应力增量为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3

= [ ](1- λi
v )(Db -Df )C i +Df

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

+ (1-λi
v ) ·

                   (Db -Df ) é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

dC -Dfdλv( )é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

f

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

b

-

dλv(éëêêêê ù
û
úúúúσ1

σ3

i

b

- é
ë
êêêê ù

û
úúúúσ1

σ3

i

f ) （21）

化简式（21），以总应变表示胶结元和摩擦元的

应变：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3

= [ (1 - λi
v )(Db -Df )C i +Df ] éëêêêê

ù
û
úúúúdε1

dε3

+ (1 - λi
v ) ·

           (Db -Df ) é
ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

dC + [ (Di
f -Df )Ai + (Df -

Di
b )C i ] é

ë
êêêê ù

û
úúúúε1

ε3

i

dλv （22）

2.2　胶结元和摩擦元的本构关系

2.2.1　胶结元

在试验前及加载初期，试样处于未破损状态，整

体由胶结元构成，其力学特性表现为线弹性，因此拟

用线弹性本构模型来描述胶结元的力学行为。

式（13）中Db的具体形式为：

Db =
Eb (1 - vb )

(1 + vb )(1 - 2vb )

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê
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êê
ê

ê

ê
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ê
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ê
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ê
ù
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
1

vb

(1 - vb )
vb

(1 - vb )
0 0 0

vb

(1 - vb )
1

vb

(1 - vb )
0 0 0

vb

(1 - vb )
vb

(1 - vb )
1 0 0 0

0 0 0
1 - 2vb

2(1 - vb )
0 0

0 0 0 0
1 - 2vb

2(1 - vb )
0

0 0 0 0 0
1 - 2vb

2(1 - vb )

（23）
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式中，vb、Eb分别为胶结元的泊松比和弹性模量，vb由前

人经验确定，Eb可以通过试验初期的应力‒应变曲线

确定。

对式（23）进行三轴试验应力状态下的化简，可

以得到新的应力‒应变关系表达式为：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dσ1

dσ3 b

=
Eb (1 - vb )

(1 + vb )(1 - 2vb )
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1 - vb 2vb

vb 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3 b

（24）

2.2.2　摩擦元

摩擦元采用理想弹塑性本构模型，屈服准则采用摩

尔库伦屈服准则。根据理想弹塑性本构模型的定义，当

摩擦元受外荷载作用而未达到屈服时，应力状态表现为

线弹性，即三轴压缩试验简化后的应力‒应变关系为：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dσ1

dσ3 f

=
Ef

(1 + vf )(1 - 2vf )
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1 - vf 2vf

vf 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3 f

=De
f
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3 f

（25）

式中：vf、Ef 分别为摩擦元的泊松比和弹性模量，vf 由

前人经验确定，Ef 可以通过试验曲线确定；De
f 为摩擦

元的弹性刚度矩阵，上标e代表为与弹性相关的参数。

摩尔库伦屈服准则的屈服函数形式为：

f =
1
2

(σ1 - σ3 )-
1
2

(σ1 + σ3 )sin φ - ccos φ （26）

式中，f为屈服函数，c为摩擦元的黏聚力，φ为摩擦元

的内摩擦角。

采用非相关联的流动法则，给出塑性势函数

形式：

g =
1
2

(σ1 - σ3 )-
1
2

(σ1 + σ3 )Ksin φ - ccos φ （27）

式中，g为塑性势函数，K为与围压相关的模型参数。

对于理想弹塑性模型，现有应变关系符合：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3 f

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3

e

f

+ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3

p

f

（28）

式中，上标 p 代表与塑性相关的参数。摩擦元的塑性

应变张量满足：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

p

f

= dλ¶g  é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶σ1

¶σ3 f

（29）

式中，dλ为非负标量函数。

将式（28）、（29）代入式（25），有

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 f

=De
f (éëêêêê ù

û
úúúúdε1

dε3

e

f

- dλ¶g  é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶σ1

¶σ3 f ) （30）

在塑性变形时，应力点停留在屈服面上，基于一

致性条件，可以给出 dλ的表达式为：

dλ =
1
H (¶f  

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

¶σ1

¶σ3 f )De
f
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

dε1

dε3 f

（31）

式中，中间变量H的表达式为：

H = (¶f  é
ë

ù
û

¶σ1
¶σ3 f )De

f (¶g  é
ë

ù
û

¶σ1
¶σ3 f ) （32）

将式（31）代入式（30）有

é
ë
êêêê ù

û
úúúúdσ1

dσ3 f

= é
ë
êêêêDe

f -
1
H

H*H#
ù
û
úúúú é
ë
êêêê ù

û
úúúúdε1

dε3 f

（33）

式中，H*、H# 的表达式分别为：

H* =D
e
f (¶g  é

ë
êêêê ù

û
úúúú¶σ1

¶σ3 f ) （34）

H# = (¶f  é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶σ1

¶σ3 f )De
f （35）

2.3　破损率与应变集中系数

破损率与材料的应变水平有关，在试验过程中，

破损率描述了胶结元向摩擦元转化的过程。本文中，

破损率函数形式采用经验公式：

λv = 1 - exp[ - (avεv )rv - (asεs )rs ] （36）

式中，av、as、rv、rs 为需要确定的破损率参数。

应变集中系数与材料的应变水平有关，它可以

表征 RVE 中的胶结元应变与 RVE 总应变的关系，其

函数形式采用经验公式：

C = exp[ - (tvεv )uv - (tsεs )us ] （37）

式中，tv、ts、uv、us为需要确定的应变集中系数参数。

3　模型验证与参数敏感性分析

3.1　模型验证

在冰的二元介质本构模型中，胶结元的参数为弹性

模量Eb和泊松比vb；摩擦元的参数为弹性模量Ef、泊松

比vf、黏聚力c和内摩擦角φ；破损率参数为av、as、rv、rs；

应变集中系数的参数为 tv、ts、uv、us；塑性势函数中引入

参数K。其中，胶结元、摩擦元的参数可由试验结果给

出，破损率、应变集中系数的参数通过模拟试验数据

得到。

在−2 ℃的试验条件下，当应变率为 1.25 mm/min

时，不同围压下的试验与数值模拟结果对比如图 6所

示；表 1、2分别为本构模型材料参数和结构参数的取

值，其中，Pa为标准大气压，为 0.101 MPa。由表 1、2可

知，大部分参数的取值与围压相关。

图 6中，试验曲线与模拟曲线具有相似的变化趋

势。在初始阶段，应力‒应变曲线近似线弹性关系，该模

型可以很好地模拟试样的应变软化特性；对于体积应变

曲线，模型可以模拟低围压下体积应变从剪缩到剪胀的

现象及高围压下体积应变呈现体缩的现象，这与试验规

律一致。试验曲线与模拟曲线的对比表明，本文建立的

二元介质本构模型是合理的。

为验证−6 ℃试验条件下模型的可行性，分别选取
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低围压 0.5 MPa和高围压 4.0 MPa的两组试验对比试

验和数值模拟结果，如图 7所示。由图 7可知，模拟值

与试验值较为接近，多晶冰的二元介质本构模型可以

描述−6 ℃试验条件下试样的应力‒应变曲线和体积应

变曲线规律，进一步证明了模型的合理性。表 3 为

−6 ℃条件下，两种围压条件下的部分参数取值。

表2　结构参数

Tab. 2　Structural parameters

变量

破损率

应变集中系数

塑性势函数

参数

av

rv

as

rs

tv

ts

uv

us

K

取值

88.951(σ3 Pa )0.223

2

-41.401(σ3 Pa )0.325 + 133.383

3.203(σ3 Pa )0.363

159.840(σ3 Pa )0.559

0.004(σ3 Pa )1.851 + 2.101

34.181(σ3 Pa )0.754

1

16 320.287(σ3 Pa )-1.004

表1　胶结元和摩擦元的材料参数

    Tab. 1　Parameters values of bonded elements and fric‐
tional elements

类型

胶结元

摩擦元

参数

Eb/MPa

vb

Ef/MPa

vf

c/MPa

φ/(°)

取值

182.715Pa (σ3 Pa )1.060 + 462.137

0.31

3.781Pa (σ3 Pa )1.791 + 392.209

0.34
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图7　−−6 ℃时试验结果与模拟结果的比较

Fig. 7　Comparisons between test results and simulated re‐
sults at −−6 ℃
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Fig. 6　Comparisons between test results and simulated results under different confining pressures at −−2 ℃

表3 --6 ℃时不同围压试验条件下的结构参数取值

Tab. 3　Structural parameters values under different con⁃
fining pressures at --6 ℃

围压/MPa

0.5

4.0

av

119.2

200.0

as

38.90

1.26

rs

1.86

0.90

tv

65.00

20.00

ts

2.04

3.16

uv

196

398

K

350

375
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3.2　参数敏感性分析

在围压为0.5 MPa、温度为−2 ℃的试验条件下，对

二元介质本构模型中的参数 av、as、rs、tv、ts、uv、K进行

敏感性分析，结果如图8所示。

由图8（a）可知，随着av的增加，应力‒应变曲线的

峰值应力和残余强度均表现为降低趋势，体积应变曲

线虽然均表现为先体缩后体胀的趋势，但是体胀量逐

渐降低。由图8（b）可知：随着as的增加，应力‒应变曲线

的峰值应力降低，但残余强度增加，出现软化程度降低

的趋势；对于体积应变，参数变化对前期的体缩趋势影

响不大，但体胀趋势出现明显的降低。由图8（c）可知，

峰值应力、残余强度和体胀量均随 rs的增加而增大。由

图8（d）可知：tv对应力‒应变曲线影响较小；随着 tv的增

加，体积应变曲线的体胀趋势逐渐增大，依旧表现为先

体缩后体胀的趋势。由图8（e）可知：ts的增加引起应力‒

应变曲线从应变硬化向应变软化过渡，而峰值应力逐

渐降低；对于体积应变曲线则表现出促进体胀产生的

作用。由图8（f）可知：uv的增加同样可以促进应力‒应变

曲线从硬化趋势向软化趋势转变，且随着uv的增加，残

余强度出现减小的规律；uv对体积应变曲线影响较小。

由图8（g）可知：K的降低引起应力‒应变曲线峰值应力

和残余强度的降低，而且削弱了试样的软化趋势；随着

K的减小，体积应变曲线由先体缩后体胀的趋势变为完

全体缩的趋势。综上，通过改变参数取值，模拟曲线可

以描述应力‒应变曲线的硬化规律或软化规律；而体积

应变曲线可以表现出明显的体缩或体胀趋势，表明多

晶冰的二元介质本构模型具有通用性。

4　结    论

1）在给定的试验条件下，多晶冰试样的应力‒应
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图8　本构模型参数敏感性分析

Fig.　Sensitivity analysis of parameters in the constitutive model
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变曲线均表现出应变软化的曲线特征，而且在较小的

轴向应变范围内就已经达到峰值应力。峰值应力曲线

表明，多晶冰试样的峰值应力随着围压的增加呈现出

先增加后降低的趋势，随着温度的降低呈现出增加的

趋势。对于体积应变曲线，围压的增加会减弱多晶冰

试样的体胀趋势：在低围压下，试样表现出先体缩后

体胀的趋势；在高围压试验条件下，多晶冰试样表现

出完全体缩的规律，这是由于围压对试样存在侧向约

束的作用。温度的降低对试样的体缩趋势具有抑制

作用。

2）基于二元介质框架建立了多晶冰的本构模型

以描述多晶冰的力学行为。在模型中，多晶冰试样由

线弹性的胶结元和弹塑性的摩擦元共同构成，在受到

荷载作用时，胶结元和摩擦元相互转化，依靠破损率

建立联系，两者共同承担外界荷载。二元介质本构模

型中涉及到胶结元参数、摩擦元参数及结构参数，文

中选取−2 ℃试验环境下的试验数据进行试验曲线与

数值模拟曲线的对比，并给出了在−2 ℃条件下各参数

的取值依据；选取部分−6 ℃试验环境下的试验数据进

行对比，表明了二元介质本构模型的合理性；最后，通

过模型参数的敏感性分析，证明了模型的通用性。
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Binary Medium Constitutive Model for Polycrystalline Ice
KANG Jian1,2， LIU Enlong1,3,4*， SU Yu3,4

(1.State Key Laboratory of Frozen Soil Engineering, Northwest Institute of Eco-environment and Resources, Chinese Academy of Sciences, Lanzhou 730000, China;

2.University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China;

3.College of Water Resources & Hydropower, Sichuan University, Chengdu 610065, China

4.State Key Laboratory of Hydraulics and Mountain River Engineering, Sichuan University, Chengdu 610065, China)

Abstract: 

Objective Glaciers are distributed widely in nature. Under the disturbance of external environmental factors, glacier ice becomes unstable, which 

triggers the occurrence of glacier disasters. Therefore, studying the mechanical properties and constitutive models for polycrystalline ice has im‐

portant theoretical value for understanding the triggering mechanism of glacier disasters.

Methods For preparing the polycrystalline ice samples, ice particles with a diameter of less than 2 mm were selected and layered in the mold for 

compaction. The samples were then degassed and saturated using the bottom-in water saturation method. On the mesoscopic level, based on the 

preparation method, the samples consist of both skeleton ice and pore ice. The confining pressures at −2 and −6 ℃ in the triaxial tests were 0.5, 

1.0, 3.0, and 4.0 MPa, respectively. The instrument used for the tests was an MTS triaxial testing machine. Based on the framework of breakage 

mechanics and homogenization, a Binary Medium Constitutive Model was established to describe the mechanical properties of polycrystalline ice 

samples. This model adopted a mesoscopic approach to describe the failure process of polycrystalline ice. The samples in the model consist of 

two parts: bonded elements and frictional elements. At the beginning of the tests, the samples were intact and composed entirely of bonded ele‐

ments, which exhibited elastic-brittle mechanical behavior. With the increase in external load, the local pore ice in the samples is destroyed, and 
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the skeleton ice near the pore ice slips and crushes, showing the characteristics of loose ice particles. The frictional elements are composed of the 

broken parts of the samples, exhibiting elastic-plastic mechanical behavior. In the RVE (representative volume element), during loading, the 

bonded elements gradually fracture and transform into frictional elements, both of which jointly bear external loads. Finally, the polycrystalline 

ice becomes entirely composed of frictional elements. The breakage ratio and the strain concentration factor were introduced using homogeniza‐

tion theory to describe the evolution of the internal structure and the non-uniform strain distribution under external load in the RVE. The linear 

elastic constitutive relation in the model was applied to the bonded elements. For the frictional elements, the ideal elastoplastic constitutive rela‐

tion was adopted, in which the material was linear elastic before failure and ideally plastic at failure. The yield criterion of the frictional elements 

follows the Mohr−Coulomb yield criterion, assuming a non-associated flow rule. The breakage ratio is expressed as a function of strain, describ‐

ing the transformation from bonded to frictional elements in the RVE. The breakage ratio function adopted an empirical formula. The strain con‐

centration factor is also expressed as a function of strain, representing the relationship between the strain of the bonded elements and that of the 

RVE. The parameters of the model include two types: material parameters and structural parameters. The material parameters were obtained from 

test results and previous research, whereas the structural parameters were derived from macro analysis of test data or trial-and-error methods.

Results and Discussions The deviatoric stress-axial strain curves of the polycrystalline ice samples showed a strain-softening trend, which can be 

divided into the elastic-brittle stage, plastic yield stage, softening stage, and plastic flow stage. During the plastic flow stage, the curves stabilized 

after reaching the residual strength. Under different test conditions, the samples reached peak stress when the axial strain approached 1%, indicat‐

ing that polycrystalline ice exhibited brittle material. As the confining pressure increases, the peak stress of polycrystalline ice rises, but when the 

confining pressure exceeds a specific value, the peak stress decreases. The results confirmed that a threshold exists when the confining pressure is 

less than 4 MPa. Before and after this threshold, the response of peak stress to confining pressure was opposite. At low confining pressures, the 

volumetric strain-axial strain curves of polycrystalline ice samples showed slight compression at first, followed by significant dilatancy. As the 

confining pressure increases, the curves display complete compression under high confining pressures. The tested curves at −2 °C under different 

confining pressures were compared to the simulated curves, and both exhibited similar variation trends. In addition, the evolution law of param‐

eter values with confining pressure was established. The tested curves at −6 °C under low and high confining pressures were compared to the 

simulated curves.

Conclusions The effect of confining pressure on the samples is manifested in two ways. On one hand, the confining pressure exerts a compacting ef‐

fect and lateral restraint on the samples, which reduces the pores, strengthens the connection between the ice particles, and constrains the radial dis‐

placement of the samples, resulting in an increase in peak stress and volume compression of the polycrystalline ice. On the other hand, the confining 

pressure produces melting and crushing effects on the ice particles, weakening the bonding between them and causing fracturing and sliding of the 

particles, which decreases the peak stress of the samples. These two effects coexist and together determine the peak stress and the volumetric strain 

pattern of the samples. A decrease in temperature reduces the amount of unfrozen water in the samples and intensifies the bonding between ice par‐

ticles, which increases peak stress and decreases the tendency for volumetric contraction. The rationality of the constitutive model is verified by com‐

paring the curves at different temperatures. In addition, a sensitivity analysis of structural parameters is conducted. The universality of the model is 

verified by comparing the curves under different parameters.

Key words: polycrystalline ice; binary medium; breakage ratio; strain concentration factor

（编辑 李轶楠）

引用格式: Kang Jian,Liu Enlong,Su Yu.Binary medium constitutive model for polycrystalline ice[J].Advanced Engineering 

Sciences,2025,57(5):214‒224.[康建,刘恩龙,苏雨 .多晶冰的二元介质本构模型[J].工程科学与技术,2025,57(5):214‒224.]

224


