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基于虚拟桩法的长板‒短桩多元排水体复合地基固结模型与解答

许宝龙，卢萌盟*，张鑫岩，刘元杰

(中国矿业大学 力学与土木工程学院，江苏 徐州 221116)

摘 要：多元排水体复合地基能联合不同排水能力的增强体共同处理软土地基，有效加速地基固结。考虑4种工程中

常见的复合地基桩‒板布置形式，建立长排水板（PVD）结合短碎石桩的长板‒短桩多元排水体复合地基固结解析模

型，通过假设碎石桩底部存在虚拟桩，定义其固结参数与周围土体相同，保证上、下层地基孔压及渗流连续条件，基于

等应变假设，充分考虑打设排水体时的涂抹效应和土体中流向碎石桩与排水板同时存在的径向双向渗流，结合分离

变量法、线性方程和奇异矩阵的性质，推导瞬时荷载及多级荷载下该复合地基各孔压和平均固结度的解析解答，并通

过与实测数据进行对比，验证解答的合理性。为进一步研究该复合地基固结规律及优化工法，对其固结性状进行参数

敏感性分析，结果表明：本文理论解析解答与实测沉降数据较为吻合，可为相应复合地基实际工程提供依据；增大贯

入度（碎石桩与复合地基长度之比）可有效提高复合地基固结速率，且对固结后期的速率影响较大；增大桩体渗透系

数和压缩模量可加快地基固结前期速率，且随贯入度增大，影响效果越显著；与桩体参数对固结的影响规律不同，增

加排水板数量和渗透系数也可加快地基固结速率，但对固结后期影响更显著；碎石桩涂抹系数对地基固结影响较大，

而排水板由于尺寸较小，其涂抹系数对复合地基固结速率影响较弱。
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近年来，软土地基处理技术不断发展，砂井地基、

散体材料桩复合地基与黏结材料桩复合地基固结理

论逐渐完善，工程中也衍生出如排水桩与不排水桩组

合型复合地基的新形式，取得了良好的工程效益[1‒4]。

但随着工程规模增大，难度升级，以往的单一桩型复

合地基和排水桩联合不排水桩组合型复合地基技术

难以满足高含水率、高压缩性软土地基施工周期短，

工后沉降小的要求，于是碎石桩结合塑料排水板联合

处理软土地基的多元排水体复合地基技术应运而生，

且在许多软土工程项目中展现出显著的优势[5‒6]。该地

基处理技术结合碎石桩和排水板两种增强体的优势，

能有效解决软土地基固结问题。首先，碎石桩具有应

力集中效应可提高地基的承载力和稳定性，同时也有

一定排水能力，可加快复合地基固结速率，减少地基

沉降。其次，排水板具有优异的渗透性，能有效地排出

地基中的水分，进一步增强地基处理效果[7‒8]。在多元

排水体复合地基中碎石桩与排水板的布置方式灵活

多样，可根据具体工程需要进行合理设计。

实际软土地基工程中，由于软黏土层较厚，或工程

条件受限，碎石桩难以贯穿，因此，组合桩一般采用长排

水体联合短不排水桩的形式。整个地基的固结被分为桩

体长度范围内地基的固结及桩端以下地基的固结两部

分，研究表明，桩端以下土层的主固结沉降与次固结沉

降往往是工后沉降过大的主要原因[9‒10]，工程中应加以

重视。同时，已有试验研究表明[11‒13]，长板‒短桩组合型

复合地基可有效降低不均匀沉降和工后沉降，并能一定

程度节约工程成本。因此，有必要对长板‒短桩多元排水

体复合地基固结进行研究。

许多学者对长板‒短桩组合型复合地基固结问题开

展了相关研究。叶观宝等[14]对长板‒短桩深厚软基工程

进行 2维有限元分析模拟，从数值角度分析其固结特

性。司海燕等[15]通过离心模拟试验，针对不同工况，研究
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长板‒短桩复合地基工法的加固机理和固结特性。邢皓

枫等[16]通过将排水板视为排水墙，忽略其厚度和井阻效

应，并将桩体退化为土体，研究了长板‒短桩复合地基固

结简化解答。Yu等[17]对透水桩与不透水桩组合型复合

地基形式进行研究，基于轴对称固结模型与双层地基固

结模型，给出了短不排水桩与长排水桩组合型复合地基

的固结解析解答。卢萌盟等[18]考虑排水板流入与流出水

流的不同状态，创新性地采用环形等效的方式考虑排水

板的排水能力。黄生根等[19]依据卢萌盟等[18]排水板环

形等效法，采用修正后的流量相等假设，基于轴对称条

件和等应变假设，得到了任意荷载下的长板‒短桩复合

地基固结解析解答。然而，目前尚无针对长排水板结合

短碎石桩的长板‒短桩多元排水体复合地基的固结理论

解析模型与解答。

为研究此类复合地基固结问题，参考谢康和等[20]的

虚拟井法，该方法在研究未打穿砂井复合地基时，通过

在下层土体中设置虚拟排水井，考虑虚拟井渗流参数与

原状土保持一致，更好地考虑砂井底端的连续性条件，

从而得到未打穿砂井地基复合固结解答。通过将该解答

与其他解答进行对比，验证虚拟井法的可靠性。同样，可

通过在碎石桩底部设置一虚拟桩的形式，考虑碎石桩在

桩底深度处的孔压连续性，从而研究长板‒短桩多元排

水体复合地基固结理论，将该方法称为虚拟桩法。

本文针对长板‒短桩多元排水体复合地基，基于轴

对称固结理论与等应变假设，以碎石桩为中心，塑料排

水板为边界进行单元选取，通过在碎石桩底部设置虚拟

桩，完善边界条件，建立考虑碎石桩打穿部分及桩端以

下部分土体内均存在流向中心碎石桩与外围排水板双

向渗流的固结模型，利用傅里叶变换及线性方程组等数

学物理方法，推导瞬时荷载与多级瞬时荷载下的长板‒

短桩多元排水体复合地基固结解析解答，进一步结合工

程实例验证解答的合理性，并通过参数敏感性分析，对

该复合地基固结性状进行进一步研究。

1　模型建立与基本假定

研究长板‒短桩多元排水体复合地基固结问题，首

先需考虑碎石桩与塑料排水板的布置形式。为使解答

更具普遍性，提出4种多元排水体复合地基布置模式，

分别为三角形、正方形、密集型三角形和密集型正方

形布置，具体如图1所示。图1中，l为碎石桩间距，空白

处为土体，长方形板为排水板，圆形为碎石桩。划分单

元时以碎石桩为中心，排水板为边界，将整个地基划

分为一系列相同的桩‒板‒土单元。排水板位于单元棱

角处，各排水板分配给每个单元的面积正好构成nw个

完整的排水板[21‒22]。不同的复合地基布置形式对应的

排水板数量 nw不同，三角形布置及正方形布置时，单

元内排水板面积恰好为一个排水板面积，nw=1；密集

型三角形布置时，单元内排水板构成的面积为两个排

水板面积，nw=2；密集型正方形布置时，单元内排水板

构成的面积则为 3个排水板面积，nw=3。以三角形桩‒

板布置形式为例，参考Lu等[22]的单元划分法，按面积

等效原则，将六边形单元等效为圆形单元，同时将排

水板等效为一个面积不变且连续分布在单元外围的

环形排水区，最终形成一个包含桩‒土‒板三元体系的

固结单元，如图2所示。图2中：rc为模型中心碎石桩的

半径，按实际取值；re 为土体外边界半径；rn为单元外

径；rsw为外涂抹区范围中nw个排水板扰动面积之和；rsc

为内涂抹区半径与传统单个碎石桩的涂抹区半径，二

者相同；r为径向距离；h1为碎石桩打穿深度；h2为桩端

以下深度；H为复合地基总深度。对于桩‒板正方形布

置、密集型三角形布置和密集型正方形布置形式也可

采用类似方法进行单元划分与选取，其等效形成的桩‒

土‒板柱形单元与三角形布置时相同。

图1　桩‒板布置形式与单元划分

Fig. 1　Stone columns‒PVDs layout and element partition

图2　长板‒短桩多元排水体复合地基固结模型

Fig. 2　Consolidation model for composite foundation with 
long PVDs and short stone columns
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图 2将长排水板‒短碎石桩多元排水体复合地基

分为两层，上层为碎石桩打穿部分地基，下层为碎石

桩桩端以下部分地基。为使复合地基上、下层渗流条

件相同且孔压连续，参考谢康和等[20]的虚拟井法，将

桩径范围内且位于碎石桩底部以下的土体视为虚拟

桩体，即假设碎石桩底部存在一半径同样为 rc的虚拟

碎石桩，该虚拟碎石桩的渗透系数和压缩模量与下层

地基原状土相同，即可在上、下层复合地基中均考虑

土体双向渗流固结，且保证碎石桩底部孔压与渗流条

件的连续性。

该模型中，rn由桩体间距决定，可通过面积相等原

则分别确定为 rn=0.525l（三角形布置）或 rn=0.565l（正

方形布置）。

工程中常用的排水板为薄板矩形结构，计算时

需将排水板截面积等效为单元外圆环面积，即图 2中

re～rn 之间的环形部分。土体中孔隙水向外流入排水

板后沿竖向排出，re 计算公式为：

re = π(r 2
n - r 2

e )= nwab （1）

式中，a、b分别为排水板的宽度与厚度。

为便于计算，以 rw 表示排水板的等效半径，rw =

nwab/π。

打入排水板与碎石桩时会对周围土体产生扰动，

该模型单元中，打设塑料排水板时产生的涂抹区称为

外涂抹区，打设碎石桩时产生的涂抹区称为内涂抹

区。rsw可表示为：

rsw = r 2
e - nw (r 2

sw0 - ab/π) （2）

式中，rsw0为单个排水板引起的涂抹区半径。

考虑涂抹效应的地基土体径向渗透系数 kri(r )，其
表达式为：

kri (r)= khi fi (r) （3）

式中：khi为第 i层原状土的径向渗透系数，i=1，2；fi(r )
为土体径向渗透系数在涂抹区与非涂抹区的变化系

数，其表达式为：

fi (r)=

ì

í

î

ï

ïï
ï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ksci

khi
= αcirc < r £ rsc ;

1rsc < r < rsw;

kswi

khi
= αwrsw £ r < re

(4)

式中：ksci为内涂抹区内第 i层地基土渗透系数；αci为第 i

层地基土中碎石桩的扰动效应；kswi为外涂抹区内第 i

层地基土渗透系数；αw为地基土中排水板的扰动效应，

上、下层排水板扰动效应差别不大，因此用同一符号

表示。

为建立长板‒短桩多元排水体复合地基固结模型，

还需作如下假设：

1）土体饱和，土颗粒和水不可压缩；

2）固结过程中渗透系数与压缩模量保持不变；

3）孔隙水渗流服从达西定律；

4）等应变条件成立，上、下层中同一深度处碎石

桩、土体与排水板仅存在竖向应变，且应变相等，即上

层地基中碎石桩、土体、排水板应变均为 εv1，下层地基

中土体、排水板应变均为εv2；

5）考虑土体水仅沿径向渗流，已有研究表明，复合

地基中土体径向渗流占主导地位，是否考虑竖向渗流

对计算结果影响很小[23‒24]，因此，忽略土体中的竖向

渗流；

6）上、下层塑料排水板的渗透系数和压缩系数

相同；

7）荷载一次瞬时施加。

2　控制方程推导及解答

2.1　定解条件

基于已有研究和以上假定，土体径向固结方程可

表示为：

1
r

·
¶
¶r ( kri (r)

γw
r
¶usi

¶r ) =- ¶εvi

¶t
（5）

式中：εvi 为第 i层地基的竖向应变；usi 为第 i层地基土

体的超孔压水压力，其中，us2 定义为第 2层地基土体

内的超孔隙水压力，第 2层地基土体指的是第 2层中

半径位于 rc～re 范围内的土体，半径位于 0～rc 范围

内的土体被视为虚拟桩；γw 为水的重度；t为时间。

由等应变假设，可将上、下层地基竖向应变表

示为：

εvi =
σ̄ - ūi

Ecomi
（6）

式中，σ̄为总应力，ūi 为第 i层地基的复合地基平均孔

压，Ecomi为第 i层地基的复合压缩模量。

第 i层复合地基的压缩模量与平均孔压分别为：

Ecomi =
Ecir

2
c +Esi (r

2
e - r 2

c )+Ew (r 2
n - r 2

e )

r 2
n

（7）

ūi =
ūcir

2
c + ūsi (r

2
e - r 2

c )+ ūwi (r
2
n - r 2

e )

r 2
n

（8）

式（7）、（8）中：ūci、ūwi、ūsi分别为第 i层地基内的桩体平

均孔压、排水板平均孔压与土体平均孔压，其中，ūc2

为第 2层虚拟桩内的平均孔压，ūs2 为第 2层地基土体

的平均孔压；Eci、Ew、Esi 为第 i层地基桩体压缩模量、

排水板压缩模量、土体压缩模量，其中，Ec2 为第 2 层

地基内虚拟桩的压缩模量，与第 2层地基土体压缩模

量Es2相同。
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土体平均孔压 ūsi表达式为：

ūsi =
1

π(r 2
e - r 2

c )
∫

rc

re

2πrusi dr （9）

桩‒土界面处连续性条件为：

r = rc ∶ usi = uci （10）

r = rc ∶ 2πr
kri (r)
γw

×
¶usi

¶r
=-πr 2

c
kci

γw
×
¶2ūci

¶z2
（11）

式（10）、（11）中：uci 为第 i层地基内桩体孔压，由于不

考虑碎石桩内径向渗流，则 uci = ūci；kci为第 i 层桩体

渗透系数，其中，kc1为第 1 层碎石桩的渗透系数，kc2

为第 2层虚拟桩的渗透系数，与第 2层地基土体渗透

系数相同；z为深度。

排水板‒土界面处连续性条件为：

r = re ∶ usi = uwi （12）

r = re ∶ 2πr
kri (r)
γw

×
¶usi

¶r
= πr 2

w
kw

γw
×
¶2ūwi

¶z2
（13）

式（12）、（13）中：uwi 为第 i层地基内排水板孔压，不考

虑排水板内径向渗流，则 uwi = ūwi；kw为塑料排水板渗

透系数。

通过定义上层与下层地基边界处土体孔压连续、

排水板孔压连续、碎石桩与虚拟桩孔压连续、碎石桩

与虚拟桩流速连续，可设定解连续条件为：

z = h1 ∶ ūs1 = ūs2 （14）

z = h1 ∶ ūw1 = ūw2 （15）

z = h1 ∶ ūc1 = ūc2 （16）

z = h1 ∶ kc1
¶ūc1

¶z
= kc2

¶ūc2

¶z
（17）

地基表面与底面排水条件为：

z = 0 ∶ ū1 = ūc = ūs1 = ūw1 = 0 （18）

z =H ∶ 
¶ū2

¶z
=
¶ūs2

¶z
=
¶ūw2

¶z
= 0 （19）

初始条件为：

t = 0 ∶ ū1 = ū2 = p0 （20）

式中，p0为瞬时施加的外荷载。

2.2　控制方程

对固结方程移项、积分可得：

kri (r)
γw

r
¶usi

¶r
=-

¶εvi

¶t
×

r2

2
+Ci （21）

式中，Ci为常数。

对式（21）移项、积分，结合式（10）得：

usi = ūci -
¶εvi

¶t
×
γw

2khi
B0 (r)+Ci

γw

khi
A0 (r) （22）

式中，A0 (r)= ∫
rc

r 1
xfi (x)

dxB0 (r)= ∫
rc

r x
fi (x)

dx，其中，x为

积分变量。

结合边界条件式（12）和（22），得：

Ci =
khi

γw
×

ūwi - ūci

A0 (re )
+

B0 (re )
2A0 (re )

×
¶εvi

¶t
（23）

将式（23）代回式（22）得 ūsi表达式：

ūsi =
¶εvi

¶t
×
γw

2khi ( )B0 (re )
A0 (re )

A0 (r)-B0 (r) +

( )1 -
A0 (r)

A0 (re )
ūci +

A0 (r)
A0 (re )

ūwi     （24）

结合式（9）与（24）得土体平均孔压为：

ūsi = ( ¶εvi

¶t
×
γw

khi ( )B0 (re )
A0 (re )

A1 -B1 +

)( )r 2
e - r 2

c -
2A1

A0 (re )
ūci +

2A1

A0 (re )
ūwi (r 2

e - r 2
c )  （25）

式中，A1 = ∫
rc

re

rA0 (r)dr，B1 = ∫
rc

re

rB0 (r)dr。

进一步结合式（8）与（25），可得复合地基平均孔

压表达式为：

ūi = ( r 2
e

r 2
n

-
2A1

A0 (re )r 2
n ) ūci + ( r 2

w

r 2
n

+
2A1

A0 (re )r 2
n ) ūwi +

B0 (re )A1 -A0 (re )B1

r 2
n A0 (re )

×
γw

khi
×
¶εvi

¶t
            （26）

联立边界条件式（11）、（13）与（21），得：

ūwi = ūci - r 2
c A0 (re )

kci

2khi
×
¶2ūci

¶z2
+

            ( )A0 (re )r 2
c -B0 (re )

γw

2khi
×
¶εvi

¶t
（27）

¶2ūwi

¶z2
=-

¶2ūci

¶z2
×

kc

kw
×

r 2
c

r 2
w

-
¶εvi

¶t
×
γw

kw
×

r 2
e - r 2

c

r 2
w

（28）

将式（6）对 t求1阶偏导，联立式（26）、（27），可得：

ūi = ūci -Ri1
¶2ūci

¶z2
-Ri2

¶ūi

¶t
（29）

式中，Ri1=(r2
w A0 (re )+2A1 )

r 2
c

r 2
n

×
kci

2khi
，Ri2= (r2

w (r2
c A0 (re )-

)B0 (re )+ 2r 2
c A1 - 2B1 )

1

r 2
n

×
γw

2khi Ecomi
。

将式（26）对 z求2阶偏导，联立式（6）、（28），可得：

¶2ūi

¶z2
=-Ri3

¶3ūi

¶t¶z2
+Ri4

¶2ūci

¶z2
+Ri5

¶ūi

¶t
（30）

式中，Ri3 =
B0 (re )A1 - A0 (re )B1

r 2
n A0 (re )

·
γw

khi Ecomi
，Ri4 =

r 2
e

r 2
n

-

r 2
c

r 2
n

×
kci

kw
-

2A1

A0 (re )r 2
n ( )1+

r 2
c

r 2
w

×
kci

kw
，Ri5 = ( )r 2

w

r 2
n

+
2A1

A0 (re )r 2
n
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r 2
e - r 2

c

r 2
w

×
γw

kw Ecomi
。

将式（30）代入式（29）消去
¶2ūci

¶z2
，可得 ūci与 ū关系

式为：

ūci= ūi+ (Ri2-
Ri1 Ri5

Ri4 ) ¶ūi

¶t
+

Ri1

Ri4
×
¶2ūi

¶z2
+

Ri1 Ri3

Ri4
×
¶3ūi

¶t¶z2

（31）

最终，将式（31）对 z求2阶偏导与式（30）联立再次

消去
¶2ūci

¶z2
，即得土体固结控制偏微分方程为：

Qi
¶5ūi

¶t¶z4
+Wi

¶4ūi

¶z4
+ Si

¶3ūi

¶t¶z2
+Di

¶2ūi

¶z2
+Fi

¶ūi

¶t
= 0（32）

式中，Qi =Ri1 Ri3，Wi =Ri1，Si =Ri2 Ri4 -Ri1 Ri5 -Ri3，Di =

Ri4 - 1，Fi =Ri5。

2.3　方程求解

2.3.1　单级瞬时荷载下的解答

采用分离变量法对固结偏微分方程式（32）进行

求解，按Lu等[25]对此类问题的解法，设孔压为：

ūi =∑
m = 1

¥

Tm (t)Zmi (z) （33）

式中，Tm (t)为与 t 相关的函数，Zmi (z)为与 z 相关的函

数，m=1,2,,¥。

将孔压表达式（33）代回固结微分控制方程

式（32），经分离变量后，可得恒等式：

-
Wi

d4

dz4
Zmi (z)+Di

d2

dz2
Z (4)

mi (z)

Qi
d4

dz4
Zmi (z)+ Si

d2

dz2
Zmi (z)+Fi

=

d
dz

Tm (t)

Tm (t)
=-βm

（34）

式中，β为常数。

通过求解微分方程，得Tm (t)表达式为：

Tm (t)=Ame-βmt （35）

式中，Am为任意常数。

利用数学物理方法，可求得Zmi (z)表达式为：

Zmi (z)= ami sin(λmi z)+ bmi cos(λmi z)+

               cmi sinh(ξmi z)+ dmi cosh(ξmi z) （36）

式中：ami、bmi、cmi、dmi 为任意常数，由初始条件决定；

λmi = 
(Di -Si βm )+ (Di -Si βm )2 +4 (Wi -Qi βm )Fi βm

2(Wi -Qi βm )
；

ξmi = 
-(Di -Si βm )+ (Di -Si βm )2 +4 (Wi -Qi βm )Fi βm

2(Wi -Qi βm )
。

结合式（8）、（27）、（31）及竖向边界条件式（18）和

（19），整合式子，可得：

ūi =∑
m = 1

¥

Ame-βmt Zmi (z) （37）

ūci =∑
m = 1

¥

Ame-βmt Zcmi (z) （38）

ūwi =∑
m = 1

¥

Ame-βmt Zwmi (z) （39）

ūsi =∑
m = 1

¥

Ame-βmt Zsmi (z) （40）

式（38）～（40）中，Zcmi (z)、Zwmi (z)、Zsmi (z)为碎石桩、排

水板、土体平均孔压表达式中与深度 z相关的函数。

ì
í
î

Zm1 (z)= am1 sin(λm1 z)+ cm1 sinh(ξm1 z)

Zm2 (z)= bm2 cos(λm2 (H - z))+ dm2 cosh(ξm2 (H - z))
（41）

ì
í
î

Zcm1 (z)=am1 Ka sin(λm1 z)+cm1 Kc sinh(ξm1 z)

Zcm2 (z)=bm2 Kb cos(λm2 (H- z))+dm2 Kd cosh(ξm2 (H- z))

（42）

ì
í
î

Zwm1 (z)=am1 La sin(λm1 z)+cm1 Lc sinh(ξm1 z) 

Zwm2 (z)=bm2 Lb cos(λm2 (H- z))+dm2 Ld cosh(ξm2 (H- z))

（43）

ì
í
î

Zsm1 (z)=am1ψa sin(λm1 z)+cm1ψc sinh(ξm1 z)

Zsm2 (z)=bm2ψb cos(λm2 (H- z))+dm2ψd cosh(ξm2 (H- z))

（44）

式（42）～（44）中，

K a = 1 -
S1 +

Q1

W1

D1 + 1
β m -

W1

D1 + 1
λ 2

m1 +
Q1

D1 + 1
λ 2

m1 β m，

K b = 1 -
S2 +

Q2

W2

D2 + 1
β m -

W2

D2 + 1
λ 2

m2 +
Q2

D2 + 1
λ 2

m2 β m，

K c = 1 -
S1 +

Q1

W1

D1 + 1
β m +

W1

D1 + 1
ξ 2

m1 -
Q1

D1 + 1
ξ 2

m1 β m，

K d = 1 -
S2 +

Q2

W2

D2 + 1
βm +

W2

D2 + 1
ξ 2

m2 -
Q2

D2 + 1
ξ 2

m2 βm，La=

( )1+r2
c A0 (re )

kc1

2kh1
 λ2
m1 Ka+ ( )A0 (re )r2

c  -B0 (re )
γw

2kh1 Ecom1
βm，

Lb = ( )1 + r 2
c A 0 (r e )

kc2

2kh2
λ2

m2 Kb +  ( )A 0 (r e )r 2
c - B 0 (r e )

γw

2kh2 Ecom2
βm，Lc =( )1 - r2

c A0 (re )
kc1

2kh1
ξ 2

m1 Kc +(A0 (re )r 2
c -

)B0 (re )
γw

2kh1 Ecom1
βm， Ld = ( )1 - r 2

c A0 (re )
kc2

2kh2
ξ 2

m2 Kd +

246



第 6 期 许宝龙，等：基于虚拟桩法的长板‒短桩多元排水体复合地基固结模型与解答

( )A0 (re )r
2
c -B0 (re )

γw

2kh2 Ecom2
βm，ψa= 

r 2
n

r2
e -r2

c

- 
r 2

c

r2
e - r2

c

Ka -

r 2
w

r 2
e - r 2

c

La，ψb =
r 2

n

r 2
e - r 2

c

-
r 2

c

r 2
e - r 2

c

Kb -
r 2

w

r 2
e - r 2

c

Lb，ψc =

r 2
n

r 2
e - r 2

c

-
r 2

c

r2
e - r2

c

Kc -
r 2

w

r2
e - r2

c

Lc，ψd= 
r 2

n

r2
e -r2

c

- 
r2

c

r2
e - r2

c

Kd -

r 2
w

r 2
e - r 2

c

Ld。

为求得βm、am1、bm2、cm1、dm2，结合边界条件式（14）～

（17），可得到线性方程为：

EX T = 0 （45）

X = [ ]am1 bm2 cm1 dm2 （46）

E =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úE11  E12  E13  E14

E21  E22  E23  E24

E31  E32  E33  E34

E41  E42  E43  E44

（47）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

E11 =Ka sin(λm1h1 ) 

E12 =-Kb cos(λm2h2 )

E13 =Kc sinh(ξm1h1 )

E14 =-Kd cosh(ξm2h2 )

E21 = kc1 λm1 Ka cos(λm1h1 )

E22 =-kc2 λm2 Kb sin(λm2h2 )

E23 = kc1ξm1 Kc cosh(ξm1h1 )

E24 = kc2ξm2 Kd sinh(ξm2h2 )

E31 = La sin(λm1h1 )

E32 =-Lb cos(λm2h2 )

E33 = Lc sinh(ξm1h1 )

E34 =-Ld cosh(ξm2h2 )

E41 =ψa sin(λm1h1 )

E42 =-ψb cos(λm2h2 )

E43 =ψc sinh(ξm1h1 )

E44 =-ψd cosh(ξm2h2 )

（48）

为使方程式（45）有非零解，则系数矩阵E的行列

式 | E |必须等于 0，即可解出 βm(m = 12¥)的表达

式。同时，由于行列式 | E |必须等于0，系数矩阵为奇异

矩阵，此时矩阵无法满秩。将解出的 βm 带回式（45）中

无法同时解得am1、bm2、cm1、dm2。此处借鉴Tang等[26]的

研究方法，令am1 = 1，将每个βm代入式（45），即可得到

其他3个常数，将以上常数代入式（37）～（44），即可得

到 ūi、ūci、ūwi、ūsi的表达式。

至此，解答中还有Am尚未确定，可通过复合地基

孔压的三角函数正交性[27]求解：

( 1
Ecom1

 ∫
0

h1

Zm1 (z) ×Zj1 (z)  dz+ )1
Ecom2

 ∫
h1

H

Zm2 (z) ×Zj2 (z)dz =0m¹j

（49）

式中，Zm1 (z) 、Zm2 (z) 、Zj1 (z)、Zj2 (z)为与 z 相关的函数，其

中，1、2表示第1层或者第2层地基，j为自然数。

结合初始条件式（20），可得：

Am = p0 gm （50）

gm =

1
Ecom1

Gm1 +
1

Ecom2
Gm2

1
Ecom1

Gm3 +
1

Ecom2
Gm4

（51）

式（50）、（51）中，gm 为与m相关的常数，Gm1 =
am1

λm1
(1 -

cos(λm1h1 ))+ 
cm1

ξm1
(cosh(ξm1h1 )- 1 )，Gm2 =

bm2

λm2
sin(λm2h2 )+

dm2

ξm2
sinh (ξm2h 2 )， Gm3 = a 2

m1( )h1

2
-

sin (2λm1h 1 )
4λm1

+ c 2
m1

( )sinh(2ξm1h1 )
4ξm1

-
h1

2
+ 

2am1cm1

λ2
m1 + ξ

2
m1

 (ξm1 sin (λm1h 1 )cosh

)(ξm1h 1 )- λm1 sinh (ξm1h 1 )cos(λm1h 1 ) ，Gm4 = b 2
m2( h2

2
+

)sin(2λm2h2 )
4λm2

 +d 2
m2( )sinh(2ξm2h2 )

4ξm2
+

h2

2
 +

2bm2dm2

λ2
m2 + ξ

2
m2

( λm2

)sin(λm2h2 )cosh(ξm2h2 )+ ξm2 cos(λm2h2 )sinh(ξm2h2 ) 。

至此，瞬时荷载下孔压表达式（37）～（40）各参数

均已求出，按应力定义的上、下层与复合地基总固结

度-
U 1、

-
U 2分别为：

-
U 1 =
∫

0

h1( )p0 - ū1 dz

∫
0

h1

p0dz
= 1 -

1
h1
∑
m = 1

¥

gme-βmtGm1（52）

-
U 2 =
∫

h1

H

( )p0 - ū2 dz

∫
h1

H

p0dz
= 1 -

1
h2
∑
m = 1

¥

gme-βmtGm2（53）

Up =
∫

0

h1( )p0 - u1( )zt dz + ∫
h1

H

( )p0 - u2( )zt dz

∫
0

H

p0dz
=

1 -
1
H∑m = 1

¥

gme-βmt( )Gm1 +Gm2                 （54）

式中，Up为应力的复合地基总固结度。

2.3.2　多级瞬时荷载下的解答

基于瞬时荷载下的孔压与固结度解答，通过叠

加方式可得到多级瞬时施加荷载下的多元排水体复

247



工程科学与技术 第 57 卷 

合地基孔压与平均固结度解答，多级瞬时施加荷载

如图 3 所示。图 3 中，pu 为最终荷载值，tu 为最终荷载

值施加结束时间。

在该荷载条件下，每一级荷载施加均为连续加

载过程，只是每一级荷载施加时间点不同，将任意时

刻之前每一级荷载引起的孔压和平均固结度叠加，

即为当前时刻多级瞬时荷载下的解答。经叠加后，k

级荷载的多元排水体复合地基固结解答可表示为：

ūi =∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k ( )pj - pj - 1 e
-βm( )t - tj - 1 Zmi (z) （55）

式中，k为荷载级数。

ūci =∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k ( )pj - pj - 1 e
-βm( )t - tj - 1 Zcmi (z) （56）

ūwi =∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k ( )pj - pj - 1 e
-βm( )t - tj - 1 Zwmi (z)（57）

ūsi =∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k ( )pj - pj - 1 e
-βm( )t - tj - 1 Zsmi (z) （58）

多级荷载下多元排水体复合地基平均固结度定

义为土体任意时刻的有效应力与土体最终总应力之

比，因此有：

-
U 1 =
∫

0

h1( )pk - ū1 dz

∫
0

h1

pudz
=                                                          

pk

pu
-

1
h1
∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k pj - pj - 1

pu
e
-βm( )t - tj - 1 Gm1 （59）

-
U 2 =
∫

h1

H

( )pk - ū2 dz

∫
h1

H

pudz
=                                                            

 
pk

pu
-

1
h2
∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k pj - pj - 1

pu
e
-βm (t - tj - 1 )

Gm2 （60）

U =
∫

0

h1

(pk - u1 (zt))dz + ∫
h1

h2

(pk - u2 (zt))dz

∫
0

H

pudz
=                   

pk

pu
-
∑
m = 1

¥

gm( )∑
j = 1

k pj - pj - 1

pu
e
-βm (t - tj - 1 )

(Gm1 +Gm2 )

H

（61）

式（59）～（61）中，U 为平均固结度（复合地基固结

度），pk为第k级荷载值。

2.4　案例验证

对解析解答进行工程实测数据对比是验证解答

合理性的有效方法，可直观反映理论解答与实际工程

的吻合度。Ye[28]、Zhang[29]等在中国上海北郊的某路

堤段工程段进行了塑料排水板联合深层搅拌桩加固

软土地基的承载性能试验，试验段由饱和软黏土层组

成，承载能力较低。工程分为两级线性加载：首先，历

时 35 d 匀速堆载至 0.7 m 高度，保持 22 d；而后历时

64 d 堆载至 3.0 m 高度，此后保持不变，填土重度为

20 kN/m3。本文将两段匀速堆载阶段视为为瞬时堆载

阶段，瞬时堆载大小取匀速堆载阶段初值与终值的中

间值，从而将整个加载阶段分为 4 级瞬时荷载。分级

加载历时如图 4所示。塑料排水板与深层搅拌桩采用

三角形交叉布置，则 nw取 1，间距均为 2.5 m，其中，塑

料排水板长度为 25.0 m，深层搅拌桩长度为 9.0 m。排

水板规格为 100 mm×4 mm，深层搅拌桩的直径为

700 mm。由于所取工程案例中深层搅拌桩渗透性低，

因此，将参数 kc1取为无穷小，即设置桩体不排水。考

虑打设深层搅拌桩对周围土体的扰动较塑料排水板

更大，土体涂抹区参数取 αc1 = 0.2，αc2 = 1.0，αw1 =

αw2 = 0.3，径向渗透系数及压缩模量采用分层加权法

计算，固结参数均取自文献[28‒29]，如表1所示。

实测工程地基固结值与本文所得长板‒短桩多元

排水体复合地基固结解答对比如图 5所示。二者沉降

曲线在荷载过渡阶段皆有波动，且由于本文将线性堆

载简化为多级瞬时堆载，因此波动较为显著，这是因

为荷载的施加会使得土体孔压骤然增大，排水速率提

高，加快地基固结。此外，在线性堆载阶段由于取中间

值等效为瞬时荷载，因此在两端简化加载阶段理论解

的固结度会先高于实测值，后低于实测值。而曲线后

期理论值小于实测值的原因在于深层搅拌桩并不是

完全不排水，本文解答将其设置为不排水，使得固结

度偏低。对比二者曲线可知：本文解答与工程实测沉

降值的整体变化趋势相同；在整个固结阶段，平均固

结度曲线间差异均小于5%，理论解答固结度与实测固

图3　多级瞬时施加荷载

Fig.3　Multi-stage instantaneous loading
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结度吻合度较高。表明本文解析解答可较为准确地计

算长排水板‒短碎石桩处理下的软土地基固结度，验证

了本文解答具有较高的合理性与可靠性，可为实际工

程提供依据。

3　固结性状分析

进一步研究长板‒短桩多元排水体复合地基的

固结特性，为使结果更具普遍性，统一采用无量纲固

结时间因子 Th1 = kh1 Es1t/(4r 2
n yw )作为横坐标变量，U

作为纵坐标绘制固结曲线图。除单独研究变量外，

固结性状分析计算参数设为：H=15 m，h1=10 m，h2=

5 m；L=2 m，rc=0.3 m，a×b=0.1 m×0.005 m，rsc=2rc，rsw0=

3rw；kh1=1.6´10-9 m/s，kh2 = 1.2 ´ 10-9 m/s，kc1 /kh1 = 103，

kc2 /kh2=0.5，kw/kh1=104；Es1=1 MPa，Ec1:Ec2:Ew:Es1:Es2=

5:1:1:1:1；αc1 =0.2，αc2 =1，αw1 =αw2 =0.3。

3.1　与其他解答对比

为研究本文解答与其他形式复合地基固结解答

的差异，结合碎石桩与排水板等长条件下的多元排

水体复合地基固结解答[30]与长排水板‒短水泥土桩

复合地基固结解答[31]，基于以上复合地基固结计算

参数，分别进行求解得到固结度曲线，如图 6 所示。

对碎石桩与排水板等长条件下的多元排水体复合地

基固结解答，考虑两种情况：一是计算深度 H=10 m

（仅考虑上层碎石桩深度内复合地基的固结，忽略碎

石桩端以下部分地基固结）；二是计算深度 H=15 m

（将长板‒短桩多元排水体复合地基整体视为碎石桩

与排水板等长的多元排水体复合地基）。由图 6 可

知，以上两种计算方式均会高估长排水板‒短碎石桩

条件下的多元排水体复合地基固结速率，若忽略桩

端以下复合地基固结，则最大平均固结度误差可达

26%，计算结果偏于不安全。同时，情况二与本文解

答固结前期曲线差异较小，而随着固结发展，固结曲

线差异呈逐渐增大趋势，最大差异可达 15.9%，因此

本文长板‒短桩多元排水体复合地基固结解析解答

对工程实践具有重要意义。此外，本文所得长排水板‒

短碎石桩复合地基由于碎石桩具有更大的渗透系

数，固结速率明显优于长排水板‒短水泥土桩复合

地基。
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图5　工程实测与理论结果对比

Fig. 5　Comparison of engineering measurement and theo‐
retical results
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图6　不同复合地基固结解答对比

Fig. 6　Comparison of consolidation solutions of different 
composite foundations

图4　分级加载历时

Fig. 4　Duration of graded loading

表1　固结参数

Tab.1　Parameters of consolidation

参数

取值

h1/m

9

h2/m

16

H/m

25

rn/m

1.525

rc/m

0.35

rw/m

0.011

ks1/(m·s−1)

1.50×10−8

ks2/(m·s−1)

8.83×10−9

kc1·k
−1
s1

1 000

kc2·k
−1
s2

0.5

Es/MPa

2.94

Ec1/MPa

30
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3.2　贯入度的影响

贯入度为碎石桩长度 h1与复合地基深度 H 之比

（ψ=h1/H）。贯入度对复合地基固结度的影响如图 7

所示。由图 7 可知，贯入度越高，复合地基整体固结

度越大。进一步对比不同贯入度下固结曲线可知，提

高贯入度对复合地基固结后期速率的影响更大，对

固结前期几乎无影响。低贯入度意味着深度方向上

长板‒短桩多元排水体复合地基中碎石桩端以下部

分地基占比更多，而由于假设 PTIB 排水条件，深度

越大，固结越慢；且上层复合地基的碎石桩具有良好

的排水能力与应力集中效应，其排水固结能力较下

层复合地基更强，使得前期上层地基固结在整体固

结中占主导地位。因此，当上层固结条件相同时，不

同贯入度条件下的前期固结速率几乎无差，固结差

异主要体现在固结后期阶段。即当贯入度增大，碎石

桩长度占复合地基深度的比重越大，可显著提高复

合地基后期的固结速率，加快复合地基固结沉降。

3.3　涂抹效应的影响

图 8为碎石桩涂抹效应 αc1与排水板涂抹效应 αw

对复合地基固结的影响。由于下层土中采用虚拟桩，

实际并未对周围土体产生扰动，因此，不考虑下层土

中桩体的涂抹作用，即αc2=1；而对外围排水板，在上、

下土层引起的涂抹作用假定为相同，统一以 αw表示。

由图8（a）可知，随αc1减小，复合地基固结速率变慢。对

比αc1取不同值时的固结曲线，αc1越小，曲线间的差异

越大，即随扰动程度增大，对复合地基固结度的影响

程度也越大。图8（b）给出的复合地基固结速率随着αw

减小同样呈减慢趋势，但复合地基固结度差异不大，

其原因在于排水板规格较小，相应的涂抹区范围也较

小。综上可知，涂抹效应对长排水板‒短碎石桩多元排

水板复合地基固结有一定影响，若忽视涂抹效应会使

计算结果偏于不安全。

3.4　单元排水板数量的影响

图 9为外围排水板数量 nw对长板‒短桩多元排水

体复合地基固结度的影响。由图9可知，随着外围排水

板数量增多，复合地基整体固结速率加快，原因在于

增加排水板数量可以增大外围排水体的面积，从而加

快孔隙水压力的排出，加速固结。此外，由于下层地基

固结较晚，且该层孔隙水主要通过排水板流出，因此

增加排水板数量对固结后期速率提升更为显著。
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图7　贯入度对复合地基固结度的影响

Fig. 7　Influence of penetration on the consolidation degree 
of composite foundation
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3.5　桩体与排水板渗透系数的影响

图10、11分别为不同贯入度ψ条件下碎石桩体与

塑料排水板的渗透系数对长板‒短桩多元排水体复合

地基固结的影响。由图10、11可知，在不同贯入度条件

下，复合地基固结速率随桩体渗透系数 kc1和排水板渗

透系数 kw增大均有所加快。但在不同贯入度条件下，

kc1与 kw对复合地基固结过程的影响有所差异。当ψ=

0.9时，随 kc1增大，复合地基整体固结全周期的速率均

有所提高；当ψ=0.5时，复合地基速率随kc1增大时在固

结后期增幅较前中期更小。对比图 11（a）与（b）可知：

当ψ=0.9时，复合地基固结全周期速率随 kw增大均有

明显提高；当ψ=0.5时，不同曲线间的差异表明提高 kw

对固结后期加速效果更为显著。即提高kc1和kw均能加

快长板‒短桩多元排水体复合地基固结速率，但在低贯

入条件下，kc1对复合地基后期固结影响较小，而 kw对

复合地基后期固结影响较大。

3.6　桩体压缩模量的影响

对不同贯入度ψ下，桩体压缩模量对长板‒短桩

多元排水体复合地基固结度的影响进行分析，如

图 12 所示。由图 12 可知，随着碎石桩压缩模量 Ec1增

大，同一时间复合地基固结度更高，固结速率更快；

更高的桩体压缩模量可使得碎石桩在复合地基中承

受更大的荷载，表现出明显的应力集中现象，减小复

合地基变形，从而加快固结速率。由图 12（a）可知，随

桩体压缩模量 Ec1增大，低贯入度条件下的复合地基

固结速率在前中期的增幅较为显著，而在固结后期

几乎无变化。压缩模量 Ec1仅会增大碎石桩打设范围

内土体的复合压缩模量，降低上层土的变形；而固结

后期主要为下层复合地基进行固结，下层桩体为虚

拟桩体，其压缩模量恒等于土体压缩模量 Es，因此，

贯入度越低，Ec1对复合地基后期固结的提升效果越

微弱。
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图10　桩体渗透系数对复合地基固结度的影响

Fig. 10　Influence of permeability coefficient of stone colu-
mns on consolidation degree of composite found-
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4　结 论

本文对长板‒短桩多元排水体复合地基建立计算

模型，基于等应变假设与达西渗流定律，通过对碎石

桩端以下复合地基建立虚拟碎石桩，考虑土体径向固

结与孔压、渗流连续性条件与涂抹效应，推导了长板‒

短桩多元排水体复合地基固结方程，并给出瞬时荷载

与多级瞬时荷载下的固结度与孔压解答。最后，通过

案例验证了解答的合理性，并对长板‒短桩多元排水体

复合地基固结性状进行分析，得到如下结论：

1）若按碎石桩与排水板等长条件下的多元排水

体复合地基解析解来计算长板‒短桩多元排水体复合

地基工程的固结沉降问题，会高估复合地基固结度，

尤其是复合地基后期的固结度，对工程安全极为不

利，而本文解答可较好地为工程实际提供依据。

2）随贯入度增大，碎石桩排水影响深度越大，更

多的土中水可从碎石桩排出，长板‒短桩多元排水体复

合地基后期固结度有较大提升，但固结前期主要为上

层土体孔隙水固结，因此，增大贯入度对固结前期速

率影响较小。

3）桩体周围涂抹系数变化对长板‒短桩多元排水

体复合地基固结影响较大，αc1越大，涂抹效应越强，复

合地基固结度速率越慢。而排水板涂抹系数αw增大虽

然也能影响复合地基固结速率，但由于其排水板规格

限制，扰动区面积较小，因此对复合地基固结速率影

响较弱。

4）长板‒短桩多元排水体复合地基固结随排水板

数量增多与渗透系数变大而逐渐加快，贯入度越低，

排水板对固结后期的加速效果越强。

5）增大桩体渗透系数和压缩模量可显著加快长

板‒短桩多元排水体复合地基固结前中期的速率，且随

贯入度增大，影响效果越显著。然而由于长板‒短桩多

元排水体复合地基固结后期主要为碎石桩端以下地

基进行固结，因此，贯入度越低，增大桩体渗透系数和

压缩模量对加速复合地基后期固结的影响越小。
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Analytical Models and Solutions for Consolidation of Composite Foundation with Long Prefabricated 

Vertical Drains and Short Stone Columns Based on Virtual Pile Method
XU Baolong，LU Mengmeng*，ZHANG Xinyan，LIU Yuanjie

(School of Mechanics and Civil Engineering, China University of Mining and Technology, Xuzhou 221116, China)

Abstract: 

Objective The combined composite foundation with long prefabricated vertical drains (PVDs) and short stone columns demonstrates significant 

engineering benefits in practical applications by integrating reinforcements with varying drainage capacities. However, its consolidation character‐

istics remain insufficiently understood, resulting in a lack of strong theoretical support for engineering practices. In this context, the consolidation 

of the entire foundation is considered in two parts: consolidation within the length of the drainage piles and consolidation beneath the bottom of 

the drainage piles. Previous research has shown that the primary and secondary consolidation settlements of the soil layer beneath the bottom of 

the drainage piles are often the main contributors to excessive post‒construction settlement. Therefore, particular attention is required for the con‐

solidation theory of the combined composite foundation with multiple drains under this condition.

Methods Taking the four common layout forms of composite foundations with stone columns-PVDs in engineering into account, the consolida‐

tion analytical model for the composite foundation with long PVDs and short stone columns was established, which considered stone columns as 

the central element and PVDs as the outer boundary. The PVDs of the outer boundary were reasonably simplified into an outer drainage ring us‐

ing the area equivalent method. The composite foundation with long PVDs and short stone columns was divided into two layers: the upper layer, 

which was the composite foundation within the length of the stone columns, and the lower layer, which extended from below the bottom of the 

stone columns to the depth of the composite foundation. A virtual pile was assumed to exist at the bottom of the stone columns, with consolida‐

tion parameters identical to the surrounding soil, to ensure continuity conditions of pore pressure and seepage between the upper and lower layers 

of the foundation. Based on the assumption of equal strain, the smear effect during the installation of multiple drains and the radial bidirectional 

seepage toward the stone columns and PVDs within the soil were fully considered. The consolidation control equations were derived separately 

for the upper and lower layers of the composite foundation by incorporating these factors. During the consolidation process, it was assumed that 

the surface of the foundation was drained, and the bottom was not drained. The classical assumption of equal flow around the drains was applied 

to the boundary between the stone columns and the soil, as well as the boundary between the PVDs. Utilizing the method of separated variables, 

linear equations, properties of singular matrices, and the trigonometric orthogonality of pore pressure in the composite foundation, the analytical 

solutions for pore pressure and average consolidation degree of the composite foundation, soil, stone columns, and PVDs under instantaneous 

loads were derived for the upper, lower, and overall layers of the composite foundation. In addition, employing the superposition method, the solu‐
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tion of consolidation under k‒level multi-stage instantaneous loading conditions was obtained. Finally, the analytical solution result of the com‐

posite foundation with long PVDs and short stone columns was compared to the settlement data of an embankment project in Shanghai. The ana‐

lytical solution demonstrated strong agreement with the measured settlement data of the project, indicating that the analytical solution of consoli‐

dation for the composite foundation with long PVDs and short stone columns accurately predicted settlement with high rationality and reliability.

Results and Discussions A parametric sensitivity analysis was conducted to investigate consolidation behavior and optimize the methods of this 

composite foundation. The results showed that quantifying the acceleration effect of the composite foundation with long PVDs and short stone 

columns compared to traditional composite foundations with long PVDs and short soil-cement piles, the former significantly accelerated the con‐

solidation rate, with a maximum difference of 15.9%. Increasing the penetration ratio effectively enhanced the consolidation rate of the composite 

foundation, with a more significant impact on the later stages of consolidation. In addition, augmenting the permeability coefficient and compres‐

sion modulus of stone columns accelerated the early stages of foundation consolidation, and this influence became increasingly pronounced as the 

penetration ratio increased. Unlike the impact of stone column parameters on consolidation, increasing the number and permeability coefficient of 

PVDs also accelerated the rate of foundation consolidation, with a stronger effect in the later stages. The smear effect of stone columns has a sig‐

nificant influence on the composite foundation, whereas the smear effect of PVDs exerts a relatively weaker impact on the consolidation rate of 

the composite foundation due to their smaller size.

Conclusions The results indicate that the analytical solutions correspond closely with the measured settlement data, establishing a reliable basis 

for practical engineering applications of the composite foundation under study. In addition, in comparison to traditional composite foundations 

consisting of long PVDs and short soil-cement piles, the configuration with long PVDs and short stone columns demonstrates clear advantages in 

the consolidation rate. Therefore, this research provides both significant theoretical insights and practical contributions. The parametric sensitivity 

analysis reveals that the effects of long stone column parameters and short PVD parameters on the consolidation rate differ considerably. The con‐

solidated solutions and characteristic analyses of the composite foundation with long PVDs and short stone columns can not only provide guid‐

ance for related engineering foundations but also act as a reference for optimizing the application of this technology to attain greater engineering 

benefits.
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