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摘 要：互承结构中铰节点位于杆件边缘，无法通过直接修改刚度矩阵的方式描述这类连接关系。为了更加高效地计

算互承结构的内力和变形，本文提出一套适用于互承结构的静力计算方法。在铰节点处定义广义节点位移由铰节点

的三向线位移、两个梁端节点的三向角位移组成。根据互承搭接节点处梁端节点的位移关系，用铰节点广义位移描述

梁端节点位移，在传统空间刚架位移法的基础上，用铰节点处编码取代梁端节点上的两个编码，对整体结构节点编码

进行缩聚。根据虚功原理，推导缩聚节点编码系下结构的总体刚度方程，集成缩聚节点编码系下结构的总体刚度矩

阵。引入边界条件修正总体刚度矩阵，代入刚度方程即可求得缩聚节点编码系下结构的节点位移，进一步求得原编码

系下结构的位移和内力。在算例分析中，采用本文所提方法对空间两杆搭接结构和阿基米德63型互承结构进行计算

分析，并借助有限元软件ANSYS进行对比验证。结果显示：两种计算方法所得结果误差在3.5%以内，验证了本文所

提方法的正确性；有限单元法模拟互承搭接节点时需要额外建立短刚臂，短刚臂将产生15个节点自由度，而提出的

方法只需要使用实际铰节点处广义节点位移的9个自由度，有效减少了整体结构的计算自由度数目，在求解互承结

构时更加简洁高效。
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互承结构构型独特，具有节点形式简单、建筑工业

化程度高、造型美观等特点，近年来受到工程界的广泛

关注。互承结构组成的基本特征是任一杆件的端部与相

邻杆件的内部结合，所有节点仅连接两根杆件，杆件之

间不存在主次等级关系。目前，这类结构形式主要应用

于空间结构屋盖、廊桥和临时建筑。Gobin等[1]提出直接

构型方法，并将遗传算法和牛顿法等应用于互承结构的

构型过程，解决了互承结构的形状生成问题。Su[2‒4]、武

岳[5]、苏岩[6]、Song[7‒8]、徐霄雁[9]、Asefi[10] 等在 Gobin

等[1]研究成果的基础上，优化了互承结构的构型方法，

设计了可以快速实现互承构型的实用性工具。Bran‐

cart[11]、Nazarzadeh[12]、夏永强[13]等针对曲杆互承结构

开展了一系列研究，提出曲杆互承结构的构型方法。在

互承结构的静动定特性分析方面，Parigi[14]、Xia[15]、夏

永强[16]等推导了互承结构的运动矩阵和平衡矩阵，以

杆件位移为基本未知量，建立了互承结构的静动定特性

判定方法。在互承结构的力学性能方面，Rizzuto[17]、

Castriotto[18]、齐麟[19]、武岳[20]等开展了数值模拟和模型

试验；夏永强等[21]推导了互承结构的静力计算公式；

Castriotto[22]、张文元[23]等研究了互承结构的节点性能。

现有研究成果表明，互承结构比传统结构更柔，其力学

性能较大程度地依赖于基本单元块的类型[24‒27]。

目前，互承结构尚未在实际工程中得到广泛应

用，静动力计算方法复杂是造成这一局面的主要原因

之一。有限单元法[28‒29]是当前互承结构静动力分析的

首选，由于互承结构杆件间相互搭接，铰节点位于杆

件截面边缘，为了模拟节点搭接真实情况，有限元建

模时，有两种解决办法：一种是选用实体模型[17]，求得
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结构的应力，再根据相应的材料力学知识计算梁单元

的内力；另一种是用梁单元模拟互承杆件[21]，对每一

个搭接点，需额外增加两个短刚臂来模拟铰接。然而，

无论哪种方式，对于大型互承结构，都将带来巨大的

工作量。

互承结构属于空间网格结构，空间刚架位移法是

空间网格结构的重要求解方法[30]。目前，这种方法通

过直接划掉刚度矩阵中铰节点对应的行、列来模拟杆

件铰接[31]，但仅适用于两根杆件直接在轴心线上铰接

的情况，当铰节点位于杆件边缘时，由于存在偏心矩，

杆件之间仍然可以传递弯矩，因此，直接修改刚度矩

阵的方法对于这类互承体系并不适用。互承结构研究

领域亟待提出一种适用于互承结构的静力计算方法，

以准确高效地模拟互承搭接节点。

因此，根据互承搭接节点处梁端节点的位移关

系，用铰节点的广义位移描述梁端节点位移，在传统

空间刚架位移法编码原则的基础上，用铰节点处编码

取代梁端节点上的两个编码，对整体结构节点编码进

行缩聚。根据虚功原理，推导缩聚节点编码系下结构

的总体刚度矩阵和刚度方程，提出适用于互承结构的

静力计算方法。进一步地，开展算例分析，采用本文所

提方法对空间两杆搭接结构和阿基米德 63型互承结

构进行计算分析，并借助有限元软件 ANSYS 进行对

比验证。

1　基本假定

互承结构搭接节点处力学关系复杂，为了便于刚

度矩阵的推导，作如下基本假定：

1）梁单元为等截面直杆；

2）梁截面满足平截面假定，即变形后的梁截面仍

保持为平面；

3）变形后的梁截面垂直于中和轴，不考虑剪切变

形的影响；

4）杆件间搭接点处不产生局部挤压变形；

5）杆件符合小变形、小应变假定；

6）杆件材料为各向同性的线弹性材料；

7）荷载仅作用在节点上。

2　铰节点处梁端节点位移关系

两根杆件相互搭接于点m，过点m分别做杆件b1和

b2中和轴的垂面，垂面和中和轴的交点分别为点p和q，

互承结构节点连接如图1所示。根据基本假定2）～4），

无论两根杆件产生怎样的变形，点p和m始终在同一个

横截面上且两点的距离 Imp始终保持为定值；同理，Imp

也始终为定值。

图1中，在整体坐标系O‒XYZ下，杆件b1的梁端节

点p有3个线位移和3个角位移，点p的线位移向量dp=

[ ]up vp wp

T
，点 p 的角位移向量Φp=[ ]φXp φYp φZp

T
，其

中，up、vp、wp分别为点 p沿X、Y、Z方向的线位移，φXp、

φYp、φZp分别为点p绕X、Y、Z轴的角位移。铰节点m只有

3个线位移，点m的线位移向量 d̂m=[ ]um vm wm

T
，其中，

um、vm、wm分别为点m沿X、Y、Z方向的线位移。可得到m

和p点位移的关系：

dp = d̂m -Bm
pΦp （1）

式 中 ，Bm
p 为 m 和 p 点 的 位 移 转 换 矩 阵 ，Bm

p =

é
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ê

ê

ê
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ê
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ê ù
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ú
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ú
ú

ú0 zm - zp - ( )ym - yp

- ( )zm - zp 0 xm - xp

ym - yp - ( )xm - xp 0

，其中，xm、ym、zm

分别为整体坐标系O‒XYZ下点m沿X、Y、Z方向的坐

标，xp、yp、zp分别为整体坐标系O‒XYZ下点p沿X、Y、Z

方向的坐标。

同理可得：

dq = d̂m -Bm
qΦq （2）

式中：dq为点q的线位移向量，dq=[uq  vq  wq ]T，其中，uq、

vq、wq分别为点q沿X、Y、Z方向的线位移；Φq为点q的角

位移向量，Φq=[φXq φYq φZq ]T，其中，φXq、φYq、φZq分别为

点q绕X、Y、Z轴的角位移；Bm
q 为m和q点的位移转换矩

阵，Bm
q =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
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ú0 zm - zq - ( )ym - yq

- ( )zm - zq 0 xm - xq

ym - yq - ( )xm - xq 0

，其中，

xq、yq、zq分别为整体坐标系O‒XYZ下点 q沿X、Y、Z方

向的坐标。

特别地，当铰节点位于梁端节点上，即点p和q直

接铰接时，Bm
p =Bm

q = 0，有 dp = dq = d̂m，点 p、q 和 m 这 3

点线位移相等。

定义广义节点位移向量D̂m，由铰节点m的线位移、
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图1　互承结构节点连接

Fig. 1　Connection of reciprocal structure
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梁端节点 p的角位移和梁端节点 q的角位移 3部分组

成，D̂m= [ ]d̂ T
m ΦT

p ΦT
q

T

。点p和q的位移向量Dp、Dq分

别由D̂m表示为：

Dp = [ ]d T
p ΦT

p

T
=Rp D̂m （3）

Dq = [ ]d T
q ΦT

q

T
=Rq D̂m （4）

式中，Rp、Rq分别为点m广义节点位移和点p、q位移之

间的转换矩阵，Rp=RE
p ⊗E3-RB

p ⊗Bm
p，Rq=RE

q ⊗E3-
RB

q ⊗Bm
q，其中，⊗表示克罗内克积，E3为 3 阶单位矩

阵，RE
p、RB

p、RE
q、RB

q 为专门定义的过渡矩阵，RE
p =

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 0 0

0 1 0
， RB

p =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 1 0

0 0 0
， RE

q =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 0 0

0 0 1
， RB

q =

é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 0 1

0 0 0
。

利用式（3）和（4），梁端节点位移可以由对应的铰

节点的广义节点位移描述。

3　缩聚节点编码系下的总刚度方程

3.1　单元刚度矩阵

对空间中的梁单元数 e，点 i、j为梁单元的两个端

点。根据梁的基本理论，空间梁单元两端截面分别存在

6个节点内力分量和6个节点位移分量。在整体坐标系

O‒XYZ下，6个节点内力分量Fe可表示为：

Fe=[ ]fXi  fYi  fZi  MXi  MYi  MZi  fXj  fYj  fZj  MXj  MYj  MZj

T

（5）

式中，fXi、fYi、fZi分别为端点 i沿着X、Y、Z方向的节点力，

MXi、MYi、MZi分别为端点 i绕着X、Y、Z方向的节点力矩，

fXj、fYj、fZj分别为端点 j沿着X、Y、Z方向的节点力，MXj、

MYj、MZj分别为端点 j绕着X、Y、Z方向的节点力矩。

6个节点位移分量De可表示为：

De=[ ]ui  vi  wi  φXi  φYi  φZi  uj  vj  wj  φXj  φYj  φZj

T

（6）

式中，ui、vi、wi分别为端点 i沿着X、Y、Z方向的节点位

移，φXi、φYi、φZi分别为端点 i绕着X、Y、Z轴的转角；uj、

vj、wj分别为端点 j 沿着 X、Y、Z 方向的节点位移，φXj、

φYj、φZj分别为端点 j绕着X、Y、Z轴的转角。

梁单元节点力和节点位移之间的关系可表示为：

KeDe=Fe （7）

式中：Ke为第e个单元在整体坐标系下的刚度矩阵，可参

考李亚明[30]的研究成果并配合坐标转换矩阵推导获得。

3.2　缩聚节点编码

对各个单元和节点进行编码，设结构共有N个梁

端节点，梁端节点位移可用一个6N维向量D表示：

D = [ ]DT
1 DT

2  DT
N

T
（8）

式中，Di（i=1,2,…,N）为节点的位移向量。

当结构存在Nm个铰节点时，铰节点处对应的两个

梁端节点的节点位移可以用铰节点处的广义节点位

移描述，因此，可用一个铰节点处的编码来取代梁端

节点上的两个编码（图1中，点p和q不再编码，只在点

m编码）。将原编码系进行缩聚，缩聚后编码的个数由

N变为N‒Nm，缩聚节点编码系下的节点位移向量 D̂削

减为6N‒3Nm维。

D̂ = [ ]D̂T
1 D̂T

2  D̂T
N -Nm

T

（9）

设梁端节点在原编码系下的编码为 n（1£ n £N），

对应缩聚节点编码系下的编码为 k（1£ k £Nm），引入

(N‒Nm)×(N‒Nm)的分块矩阵 H，第 k 行、k 列子矩阵

H(k,k)为：

H(kk)=
ì
í
î

ïïA编码为k的节点不是铰接点 ; 

E9 编码为k的节点是铰接点           
             （10）

式中：A=[E6  06×3]
T，其中，E6为 6阶单位矩阵，06×3为 6

行3列的0矩阵；E9为9阶单位矩阵。

矩阵H中除了第 k行、第 k列子矩阵，其余位置的

子矩阵均为 0 矩阵。可得到过渡节点位移向量 D̂H =

HD̂，该向量用以建立两套节点编码系统下节点位移

向量之间的联系。

引入N×(N‒Nm)的矩阵 In，In仅第 n行、第 k列元素

为1，其余元素均为0，定义参数矩阵Cn为：

Cn =
ì
í
î

ïïIn⊗AT 编码为k的节点是铰接点 ;            

In⊗Rn    编码为k的节点不是铰接点
（11）

式中，Rn 为转换矩阵，通过 Rp =RE
p ⊗E3 -RB

p ⊗Bm
p，

Rq =RE
q ⊗E3 -RB

q ⊗Bm
q 求得。

进一步地，可得到整体结构的缩聚节点编码系节

点位移转换矩阵J为：

J =∑
n = 1

N

Cn （12）

两套节点编码系下的节点位移转换关系为：

D = JD̂H = JHD̂ （13）

3.3　缩聚节点编码系下的整体刚度矩阵

对于互承结构，由于采取两套节点编码准则，传

统“对号入座”的整体刚度矩阵集成过程难以实现。故

而，借助虚功原理，集成结构的整体刚度矩阵。

空间梁单元的节点力和节点位移如图 2所示。对

图 2的任意梁单元在整体坐标系下，梁端节点产生虚

位移δDe：

δDe = λeδD = λe JHδD̂ （14）

式中：δ为虚位移的计算符号；λe为 12×6N维的单元定

位矩阵，反映了梁单元的梁端节点位移在整体结构

节点位移中的位置，该矩阵求法参考李亚明[30]的

研究。
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梁单元内力在虚位移δDe上所做的虚功W e
in为：

W e
in = δ[De ]T K e De = δ[λe JHD̂]T K e [λe JHD̂]   （15）

Pe为作用于第 e 个梁单元上的等效节点荷载向

量，荷载在虚位移δDe上做的虚功W e
out为：

W e
out = δ[De ]T Pe = δ[λe JHD̂]T Pe （16）

当结构包含Ne个单元时，根据整体结构内力虚功

和外力虚功相等的原则，可以得到结构的虚功方

程为：

∑
e

N e

δ[λe JHD̂]T K e [λe JHD̂]=∑
e

N e

δ[λe JHD̂]T Pe （17）

进一步地，可得到缩聚节点编码系下结构的总体

刚度方程：

K̂D̂ = P̂ （18）

式中，K̂和 P̂分别为缩聚节点编码系下结构的总体刚

度矩阵和等效节点荷载向量，与传统的矩阵位移法一

样，K̂也为对称矩阵。

K̂ =H T J T [∑
e

N e

[λe ]T K e λe]JH （19）

P̂ =H T J T∑
e

N e

[λe ]T Pe （20）

对于式（18），通过修正刚度矩阵，引入边界条件，

使结构满足成为几何不变体系的条件 | K̂ | ¹ 0，即可求

得缩聚节点编码系下结构的节点位移 D̂。如果| K̂ | = 0，

说明结构是几何可变体系，无法计算。

4　算例分析

4.1　空间两杆搭接结构计算分析

空间中两根杆件在端部搭接组成一“L”形刚架，

杆件b1沿X方向，杆件b2沿Y方向，空间两杆搭接结构

如图3所示。杆件截面为直径20 mm的实心圆。结构材

料的弹性模量 E=2.06×1011 N/m2，泊松比 υ=0.3，剪切

模量 G=E/2(1+υ)。杆件与基础刚接，在 b1端点位置作

用沿Z轴负向的集中荷载800 N。

根据空间刚架位移法的基本原理，可将整体结构

离散为两个单元，杆件上的箭头表示单元的正方向，

由梁端节点 i指向梁端节点 j。本文算例节点数目较少，

为了减少矩阵的维度，采用先处理法[30]，不对支座约

束处的节点进行编码，原始梁端节点编码、缩聚节点

编码见图3。两套编码系统下的位移描述转换关系为：

D1 =R1 D̂1 （21）

D2 =R2 D̂1 （22）

式（21）、（22）中：D1为杆件b1端部节点位移向量；D2为

杆件b2端部节点位移向量；D̂1为缩聚节点编码系下的

节点位移向量；R1、R2为转换矩阵，分别表示为

R1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
1 0 0 0 0.01 0 0 0 0
0 1 0 -0.01 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

，

R2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
1 0 0 0 0 0 0 -0.01 0
0 1 0 0 0 0 0.01 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

。

可得到结构的虚功方程：

δDT
1 K 1

jj D1 + δDT
2 K 2

jj D2 = δDT
1 P 1

j （23）

式中，K 1
jj、K 2

jj 分别为整体坐标系O‒XYZ下1号梁单元 j

端的刚度矩阵和 2号梁单元 j端的刚度矩阵，P 1
j 为整

体坐标系O‒XYZ下作用于1号梁单元 j端的等效节点

荷载向量。

将式（21）、（22）代入式（23）可得：

(RT
1 K 1

jj R1 +RT
2 K 2

jj R2 ) D̂1 =RT
1 P 1

j （24）

因此，结构在缩聚节点编码系下的总体刚度矩阵

K̂和等效节点荷载向量 P̂为：

K̂ =RT
1 K 1

jj R1 +RT
2 K 2

jj R2 （25）

P̂ =RT
1 P 1

j （26）

根据结构力学，可得：

ui
  φX i 

fX i
  MX i 

vi   φY i
 

fY i
  MY i  

wi   φZ i 

fZ i  MZ i  

uj  φX j 
fX j  

MX j 

wj   φZj  

fZj  MZj  

vj   φYj
 

fY j
  MY j  

X  Y  

Z  

O  

e 

i 

j 

图2　空间梁单元的节点力和节点位移

Fig. 2　Nodal forces and nodal displacements of a space be-
am element

 

X  
Y 

Z 

O  
b1  

b2

1 m

1 m

 

D2  

D1  
D1
̂ 

800 N  

图3　空间两杆搭接结构

Fig. 3　Space lap structure with two rods
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K 1
jj = 3 234.2 ´

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
2 ´ 104

0 6
0 0 6
0 0 0 0.385
0 0 -3 0 2
0 3 0 0 0 2

  （27）

K 2
jj = 3 234.2 ´

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
6
0 2 ´ 104

0 0 6
0 0 -3 2
0 0 0 0 0.385
3 0 0 0 0 2

 （28）

P 1
j = [ ]0 0 -800 0 0 0

T
（29）

将具体数值代入式（28）、（29）可得：

K̂ = 3 234.2 ´
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
20 006 0 0 0 200 0 0 -0.06 3

0 20 006 0 -0.06 0 3 200 0 0

0 0 12 0 -3 0 -3 0 0

0 -0.06 0 0.39 0 -0.03 0 0 0

200 0 -3 0 4 0 0 0 0

0 3 0 -0.03 0 2 0 0 0

0 200 -3 0 0 0 4 0 0

-0.06 0 0 0 0 0 0 0.39 -0.03

3 0 0 0 0 0 0 -0.03 2

（30）

P̂ = [ ]0 0 -800 0 0 0 0 0 0
T

（31）

求解式（18）可得缩聚节点编码系下的节点位移

D̂ =[0.001 0.001 -0.083 0 -0.124 -0.002 -0.124 0

]-0.002
T
。

代入式（21）、（22），可求得原编码系下的梁端节点位

移D1 = [ ]0 0.001 -0.083 0 -0.124 -0.002
T
，D2=

[ ]0.001 0 -0.083 -0.124 0 -0.002
T
。

根据材料力学公式，可进一步求得杆件的内力。

图4为杆件b1的弯矩。

为了检验计算结果的正确性，利用ANSYS软件进

行有限元分析。首先，采用Beam189梁单元模拟杆件，

支座位置约束节点的全部位移。在杆件端部建立短刚臂

有限元模型（图5），刚臂一端与杆件刚接，另一端与另

一刚臂铰接，用来模拟互承搭接节点。采用Beam189单

元模拟刚臂，弹性模量取2×1050 N/m2，密度和泊松比均

取0。忽略结构自重，计算结构在荷载作用下的内力和

变形，结构在荷载作用下Z向的位移云图，如图6所示。

图 6 中，w 为 Z 向位移。最大值出现在图 1 的 m 点，为

‒0.083 m。图7为使用ANSYS计算杆件b1弯矩的结果。

由图7可知，无论是位移还是内力，ANSYS计算结果均

与理论计算结构一致。

进一步，采用Solid45实体单元模拟杆件，约束条

件和材料特性与上述梁单元有限元模型相同，图 8为

403.48  

3.04
单位：N·m  

(a) MY
 3.23

单位：N·m 
(b) MZ 

图4　杆件b1的弯矩

Fig. 4　Bending moment of the rod b1

图5　有限元模型节点

Fig. 5　Connection of the finite element model

图6　ANSYS梁单元模型计算结构Z向位移云图

Fig. 6　Z‒component of nodal displacements calculated 
by ANSYS beam element model

图7　ANSYS梁单元模型计算杆件b1的弯矩

  Fig. 7　Bending moment of the rod b1 calculated by ANS-
YS beam element model

306



第 2 期 夏永强，等：互承结构在缩聚节点编码系下的空间刚架位移法

实体单元有限元模拟得到Z向位移云图。由图8可知，

结构的最大 Z向位移仍然为‒0.083 m，有限元结果与

理论计算结果吻合良好。

4.2　阿基米德63
型互承结构的计算分析

图 9为阿基米德 63型互承结构，每根杆件为直径

60 mm、长1.2 m的等截面圆杆，杆件外部自由端与基础

铰接，点2和12处沿Z轴负向的集中荷载均为80 kN。按

照空间刚架位移法，该构型共包含21个梁单元、30个梁

端节点，有12对梁端节点存在两两铰接关系。经过节点

编码缩聚，缩聚节点编码系中共12个节点编码，如图9

中编号1～12所示。

梁单元材料特性、ANSYS单元选取、互承节点模

拟方式等同算例4.1。图10为阿基米德63型互承结构的

有限元模型。分别采用本文所提方法和有限元软件

ANSYS计算结构在荷载作用下的节点位移和内力。

阿基米德63型互承结构梁端节点位移、内力数据

对比分别如图11、12所示。图11、12中，τX、τY、τZ分别为

节点沿着X、Y、Z方向的节点位移或节点力，τrotX、τrotY、

τrotZ分别为节点绕着X、Y、Z轴的转角或节点力矩，ητ为

理论计算结果和有限元结果计算的误差率。

由图 11、12可知，两种计算方法所得结果误差率

小于3.5%，结果基本一致，但不完全符合。误差产生的

原因是：ANSYS模拟梁端节点铰接时建立了短刚臂，

虽然令刚臂的刚度远大于结构杆件的刚度，但并没有

达到绝对刚性，因此，ANSYS的建模并不完全符合平

截面假定。

通过算例分析可以发现，相较于有限元分析，将

本文提出的缩聚节点编码系下的空间刚架位移法用

于分析互承结构时，具有以下两点优势：

1）有限单元法采用增加刚臂单元的方法来模拟

互承搭接节点，建立一对短刚臂需要引入 15 个自由

度，包括两个刚臂，分别和所在杆件刚接产生的6个自

由度（3 个线位移、3 个角位移），两刚臂铰接产生的

图9　阿基米德63
型互承结构

    Fig. 9　Reciprocal structure based on 63 type of Archim-
edes tiling

图10　阿基米德63
型互承结构的有限元模型

Fig. 10　Finite element model of the reciprocal structure tra-
nsformed from the 63 type of Archimedes paving

图11　阿基米德63
型互承结构梁端节点位移数据对比

Fig. 11　Comparison of the results for the beam end nodal dis‐
placements of the reciprocal structure transformed 
from the 63 type of Archimedes paving

图12　阿基米德63
型互承结构梁端节点内力数据对比

Fig. 12　Comparison of the results for the beam end nodal 
forces of the reciprocal structure transformed from 
the 63 type of Archimedes paving

图8　ANSYS实体单元模型计算结构Z向位移云图

Fig. 8　Z‒component of nodal displacements calculated by 
ANSYS solid element model
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3个自由度（3个线位移）；而在缩聚节点编码系下，只

需要使用实际铰节点 m 处广义节点位移的 9 个自由

度，自由度的数目减少了40%。因此，本文所提方法有

效减少了整体结构的计算自由度数目，大大降低了计

算工作量。

2）有限单元法中，为了符合平截面假定，两个短

刚臂需要设定非常大的刚度值，若刚度取值不当，会

导致非线性计算收敛困难甚至不收敛。本文提出的方

法不包含刚臂单元，具有更好的数值稳定性。

5　结    论

1）根据互承结构搭接点处梁端节点的位移关系，

在实际铰节点上定义广义节点位移，用广义节点位移

描述梁端节点位移。在传统空间刚架位移法编码原则

的基础上，用铰节点处编码来取代梁端节点上的两个

编码，对整体结构节点编码进行缩聚。根据虚功原理，

推导缩聚节点编码系下结构的总体刚度矩阵和刚度

方程，提出适用于互承结构的静力计算方法。

2）将传统的空间刚架位移法计算铰接于梁端节点

外的互承结构时，必须额外增加短刚臂，对于大型结

构，将带来巨大的工作量。本文所提方法在已知构型的

情况下，铰节点位置已经确定，无须专门增加单元，在

实际操作执行时，可以更加便捷地算出梁端节点位移

和节点力，从而获得整个结构的变形和内力。

3）利用提出的方法分别对空间两杆搭接结构和阿

基米德63型互承结构进行计算分析，并与有限元软件

ANSYS分析结果比较，结果表明，两种方法计算误差在

3.5%以内，所得结果基本一致，验证了本文所提方法的

正确性。
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Abstract:

Objective The rod articulation in the spatial matrix displacement method is simulated by directly eliminating the rows and columns associated 

with the hinge point in the stiffness matrix, which is only applicable when two rods are directly articulated on the axial line. For reciprocal struc‐

tures, the hinge points are located at the rod edges, and the presence of eccentricity allows the bending moments to be transmitted between rods, 

so the direct modification of stiffness matrices is not applicable to this type of reciprocal system. This study proposes a static calculation method 

applicable to such systems to accurately and efficiently simulate the reciprocal hinge point and more conveniently calculate the internal forces 

and deformations of reciprocal structures.

Methods First, the generalized nodal displacement consisting of nine components is defined at the hinge point, including the three translations at 
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the hinge point and the three rotations at the two beam end nodes. The displacement relationship of the beam end nodes at the reciprocal connec‐

tion is simplified by introducing the generalized displacements at the hinge point to describe the displacements of the nodes at the beam ends. 

Based on the traditional spatial matrix displacement method, the elements and nodes of the spatial frame structure require coding. Because the 

nodal displacements at the beam end nodes are described by the generalized displacements at the hinge point, the entire structural nodal coding is 

condensed by replacing the two codes at the beam end nodes with one code at the hinge point. For a structure with N beam end nodes and Nm 

hinge points, the number of nodal codes decreases from N to N‒Nm after condensation, and the dimension of the nodal displacement vector is also 

reduced. Due to the adoption of two sets of nodal coding, integrating the whole stiffness matrix by using the traditional positional localization ap‐

proach becomes difficult. Therefore, the equation of internal virtual work done by the internal force of the beam element on the virtual displace‐

ment of the beam end nodes and the equation of external virtual work done by the equivalent node load on the virtual displacement of the beam 

end nodes are established separately. Based on the principle of virtual work, in which the virtual work of internal force equals the virtual work of 

external force, the virtual work equation of the structure is obtained as the whole stiffness equation of the structure under the condensed nodal 

coding system. At the same time, the whole stiffness matrix of the structure under the condensed coding system is obtained and, similar to the tra‐

ditional matrix displacement method, remains symmetric. After introducing boundary conditions, the whole stiffness matrix is modified, and the 

nodal displacements of the structure under the condensed nodal coding system are obtained. In addition, the displacements and internal forces of 

the structure under the original coding system are calculated.

Results and Discussions In the numerical examples, the proposed method is first applied to calculate and analyze the nodal displacements and in‐

ternal forces of the space lap structure with two rods, and ANSYS software is employed to perform finite element analysis for verification. In the 

finite element model, Beam 189 and Solid 45 are utilized to simulate the rods, and the results show that regardless of the element type, the finite 

element results agree well with the theoretical results. Further, the reciprocal structure transformed from the 63 type of Archimedes paving is deter‐

mined by the proposed method to obtain the nodal displacements and internal forces, and comparative validation is again conducted by using 

ANSYS finite element software. The results show that the error between the proposed method and ANSYS finite element results remains within 

3%. The two sets of results are generally consistent but do not perfectly match because short stiff arms are introduced in the ANSYS model to 

simulate the articulation of the beam end nodes. The stiff arm is not absolutely rigid, although it has much greater stiffness than the rods, so the 

ANSYS finite element model does not fully satisfy the flat cross-section assumption.

Conclusions Compared to finite element analysis, the spatial rigid matrix displacement method under the condensed nodal coding system pres‐

ents clear advantages for analyzing reciprocal structures. The finite element method requires additional short stiff arms to simulate the reciprocal 

connection, which generates 15 nodal degrees of freedom. In contrast, the proposed method uses only 9 degrees of freedom for the generalized 

nodal displacements at the actual hinge points, effectively reducing the computational degrees of freedom of the whole structure and providing a 

more concise and efficient analysis approach. In addition, in the finite element method, enforcing the flat cross-section assumption requires the 

stiffness of the two short rigid arms to be extremely large, which can cause convergence difficulties or even non-convergence in nonlinear calcula‐

tions when inappropriate stiffness values are used. Because the proposed method does not include short rigid arm elements, it exhibits better nu‐

merical stability.

Key words: reciprocal structure; condensed nodal coding; stiffness matrix; spatial matrix displacement method; finite element method
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