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基于抛物线强度准则的冻土热‒弹性‒塑性柱孔扩张模型

黄一峰，刘恩龙*

(四川大学 水利水电学院，四川 成都 610065)

摘 要：柱孔扩张作为典型的边值问题，可以用来分析冻土区的桩基工程在施工时土体受到径向压力时的应力和位

移。在施工时随着孔内径向压力的增加，周围土体会逐渐由弹性变形状态转变为弹塑性变形状态，进而可将周围土体

划分为弹性区和塑性区，其应力状态由不同的控制方程确定。现有的柱孔扩张模型适用于未冻土和岩石，其本构方程

和强度准则仅与材料自身的力学特性有关，而冻土的柱孔扩张模型还与土体的温度分布有关。此外，冻土的强度准则

还具有与未冻土明显不同的非线性特征，即随着平均应力的增大，冻土的强度先增大后减小，通常呈现抛物线形式。

本文提出的冻土热‒弹性‒塑性柱孔扩张模型基于适用于冻土的抛物线强度准则，同时考虑了温度分布对冻土力学特

性的影响，使用了包含温度变量的热弹性本构方程对土体的应力状态进行分析。在计算塑性区位移时，本文模型运用

连续介质力学的运动方程推导了柱孔内侧位移的表达式。通过算例分析，可以发现弹塑性分界面上环向应力的不连

续、塑性区的变形存在压硬性等，与冻土的实际力学特性相符合。当孔内温度变化，塑性区的范围和应力分布均会发

生改变。本文模型对冻土地区的原位土工试验、桩基础设计和施工有指导意义。
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冻土是一种温度低于 0 ℃且含有冰的土岩，可根

据冻融特征分为短时冻土、季节冻土、多年冻土（又称

永久冻土）。其中，多年冻土的面积约占全球陆地面积

的23%，占北半球裸露陆地面积的20%，主要分布在俄

罗斯、加拿大、中国和美国等地[1‒2]。由于冻土中的土颗

粒为冰所胶结，其力学性质与一般工程中的三相土有

较大的差异，尤其体现在温度、多晶冰的性质对冻土

强度的影响上。

冻土地区的工程建设面临诸多挑战，包括在施工

过程中冻土力学性能的改变[3]、温度变化导致的冻融

过程[4]等。寒区工程建设实践表明，桩基础可以利用桩

基嵌入基岩或多年冻土层，从而得到较高的承载力并

且地温场变化较小，因此冻土区的建筑物基础多采用

桩基[5]。对于预制混凝土桩，由于在成桩过程中不断扰

动、挤压周围土体，桩基与土体接触的界面温度会升

高，同时周围土体还将受到逐渐增大的径向压力，如

图1所示。对于多年冻土地区的桩基础工程，上述工况

可以运用非均匀受热的柱孔扩张模型进行分析。因

此，建立非均匀温度场下的冻土柱孔扩张模型对寒区

桩基础工程建设具有重要意义。

图1　预制桩挤压冻土

Fig. 1　Prefabricated pile squeezing frozen soil

•水利与土木工程•

DOI:10.12454/j.jsuese.202400118

收稿日期:2024 ‒ 02 ‒ 21  修回日期:2024 ‒ 06 ‒ 08  网络出版日期:2024 ‒ 07 ‒ 04

基金项目:国家自然科学基金项目（U22A20596）

作者简介:黄一峰（2001—），男，博士生 . 研究方向：岩土工程 . E-mail：huangyifeng@stu.scu.edu.cn

* 通信作者:刘恩龙，教授， E-mail：liuenlong@scu.edu.cn

本刊网刊



工程科学与技术 第 58 卷 

对于边值问题，岩石或土体的柱孔扩张以厚壁圆筒

的弹性分析为基础，在原位土工试验[6]、桩基工程[7‒8]、隧

道工程[9]等领域得到了广泛的应用。柱孔扩张理论的弹

性解在许多文献中都有介绍，而随着内部荷载的进一步

增加，土体进入塑性变形阶段，则需要引入材料的屈服

准则、塑性本构方程进行求解。Hill[10]推导了在弹塑性

变形条件下Tresca材料应力和位移的解析解，也有学者

采用了更适用于土体的Mohr‒Coulomb准则，推导出了

土体在弹塑性变形下的解析解[11‒12]。针对不同的土质，

蒋明镜等[13]考虑了材料应变软化特征，得到了土体柱孔

扩张的理论解。也有学者考虑了土的固结，针对不同的

排水条件提出了不同的模型，例如：Chen等[14]提出的不

排水条件下的柱孔扩张模型；Mo等[15]提出的排水条件

下的柱孔扩张模型。Rosenberg等[16]根据von‒Mises屈

服准则引入了归一化的压力与速度，推导了不同材料在

弹塑性条件下的球形孔扩张理论解。张家奇等[17]基于

Mohr‒Coulomb准则，研究了考虑弹塑性卸荷的柱孔和

球孔反向扩张解。上述推导过程中的弹性状态均将土体

视为均匀受热的材料，然而，在实际工程中，施工机械散

热或环境温度变化均会导致柱孔内部温度变化，使得土

体处于非均匀受热状态，从而产生温度应力。此外，冻土

的强度普遍较高，但受温度影响大[3]，这是因为冻土中

含有冰胶结物，其内聚力与温度有关[5]。上述力学特性

使得冻土的强度准则与适用于金属材料的Tresca准则、

适用于一般岩土体的Mohr‒Coulomb准则有较大差异。

因此，在建立冻土的柱孔扩张模型时，不仅需要考虑周

围土体的温度场，还要引入适用于冻土的强度准则，以

便对实际桩基工程中的应力和位移进行更精确的分析。

本文率先将适用于冻土的抛物线强度准则引入柱

孔扩张问题的分析中，结合冻土受温度场影响的力学特

性，构建了考虑非均匀温度分布的冻土热‒弹性‒塑性柱

孔扩张模型，系统推导了模型的控制方程、应力与位移

解析表达式，并通过工程算例验证模型的合理性与适用

性，探究温度、内压等关键因素对冻土弹塑性分区、应力

分布及位移变化的影响规律，以期为冻土地区桩基工程

的设计、施工及原位土工试验提供理论支撑与技术

参考。

1　问题分析

1.1　模型建立

桩基础施工中开挖形成的柱孔可视为从半径为b

的圆柱体中挖去一个半径为a的圆柱体，如图2所示。

因此选用柱坐标系(r,θ,z)描述周围土体的位移、应力较

为方便。图 2中，pa为内压，pb为外压，r为土体半径，s

为塑性区外边界，T(a)为孔内温度，T(b)为孔外温度。

如果在柱坐标系下考察土体中任意一点的位置，则

位移矢量 u只是 r的函数，且只有径向的分量，即 u = 

u(r)er。为了表述方便，下文都只用u来表示某一点的位

移。由于桩身长度通常远大于桩的直径，故此类柱孔扩

张问题可以视为平面应变问题，即竖向应变εz=0。

在柱坐标系描述的轴对称问题中，不为 0的应力

分量只有σr、σθ、σz，同时上述应力分量也是3个方向的

主应力。

1.2　边界条件

在多年冻土区的桩基础施工过程中，以开挖形成的

柱形孔为内边界，其周围的土体受到扰动从而发生应力

状态的改变。扰动对边界条件的影响主要包括孔内温度

T(a)的升高和孔内压力pa的增大。由于永久冻土区的地

面温度总是低于冰的熔点，因此在自然条件下的永久冻

土不发生相变。由于桩基的埋深一般不超过20 m，因此

冻土随深度的温度变化并不明显[1,18]。这里只考虑施工

过程中不发生相变的情况，即T(a)总是小于0 ℃。同时

可以看出这里的温度边界属于第一类边界条件。

在孔内压力pa逐渐增大的过程中，可以将周围土体

由里到外分为3个区域：塑性区（a < r < s）、弹性区（s < 

r < b）、未扰动区（r > b）。弹性区的外边界具有自然条件

下的温度T(b)以及自然条件下的地应力pb，可以通过地

质资料或现场试验测得。上述边界条件如图2所示。

1.3　计算假设

模型采用弹塑性力学、连续介质力学框架下的所

有假定。除此之外的主要假定为：

1）应力与温度为单向耦合，即温度变化导致应力

发生变化，而应力变化不影响土体温度分布，具体描

述见第2节。对于冻土的温度分布，可以仅由固体的热

传导方程确定[1]，具体描述见第2节。

2）温度分布T(r)仅由柱孔的内外温度确定（第一

类边界条件）。

3）土体处于平面应变状态，即 εz = 0，后续所有公

图2　热‒弹性‒塑性柱孔扩张模型

Fig. 2　Thermo‒elasto‒plastic cavity expansion model
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式中的应力和应变均以压为正。

4）塑性变形状态下，土体的本构方程发生改变，

压缩速率与弹性变形状态时保持相同的形式。

2　柱孔扩张的热弹性基本方程

1）几何方程

平面应变条件下，轴对称问题的几何方程为：

εr =
¶u
¶r

  εθ =
u
r

（1）

式中，εr为径向应变，εθ为环向应变。

2）平衡方程

对于平面应变条件下的轴对称问题，各向同性物

体的平衡方程用应力分量σr、σθ、σz表示为：
¶σr

¶r
+
σr - σθ

r
= 0 （2）

3）热弹性本构方程

考虑非均匀受热对土体应力状态的影响，热‒弹

性本构方程（平面应变条件下）用量σr、σθ、σz表示为：
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σr =
E

(1 - 2ν)(1 + ν)
((1 - ν)εr + νεθ )-

αET
1 - 2ν



σθ =
E

(1 - 2ν)(1 + ν)
((1 - ν)εθ + νεr )-

αET
1 - 2ν



σz =
Eν

(1 - 2ν)(1 + ν)
(εr + εθ )-

αET
1 - 2ν

（3）

式中，α为热膨胀系数，E为弹性模量，ν为泊松比。更确

切地说，由于不同埋深的土体固结程度不同，弹性模

量和泊松比分别为E(h)、ν(h)，其中，h为深度。在实际

工程应用中，上述参数可以通过现场试验确定。

4）热传导方程

如果土体中某一点的温度T(r)不随时间变化（稳

定温度场），则土体中的温度分布符合固体的热传导

方程：

Ñ2T(r)=
d2T

dr2
+

1
r

·
dT
dr

= 0 （4）

式中，▽为Nabla算符。对于第一类边界条件，如果内温

为T(a)，外温为T(b)，则上述微分方程的解为：

T(r)=
T(b)- T(a)
ln b - ln a

ln r +
T(a)ln b - T(b)ln a

ln b - ln a
（5）

3　弹性变形状态下的位移与应力分析

在内压pa较小的情况下，周围土体整体处于弹性

状态，故可用弹性理论的方程求解其位移和应力。弹

性方程有多种求解方法，此处采用位移法求解可以同

时解得位移和应力[19‒20]。联立式（1）～（3），得到用位

移表示的弹性平衡方程为：

d
dr ( )1

r
·

d(ru)
dr

=
α(1 + ν)
1 - ν

·
dT
dr

（6）

在弹性理论中只考虑相对温度，这是因为均匀受

热的物体在无外力的情况下不产生应变。此处可以定

义起算温度T(b)=0，从而由式（5）和（6）解得弹性状态

下位移u的表达式为：

u =
α(1 + ν)
1 - ν
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çç
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ç
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r ( )ln
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r
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1
2

（7）

式中，C1与C2为积分常数。通过几何方程（1）和本构方

程（3）可以求出弹性状态下应力的表达式为：

σr =C3 +
C4

r2
-

αET(a)

2(1 - ν)ln
b
a

(ln b
r
+

1
2 ) （8）

σθ =C3 -
C4

r2
+

αET(a)

2(1 - ν)ln
b
a

( - ln
b
r
+

1
2 ) （9）

σz = 2C3 -
αET(a)

(1 - ν)ln
b
a

ln
b
r

（10）

式（8）～（10）中，C3、C4为积分常数，由柱孔内外的应

力边界条件σr(a)=pa和σr(b)=pb确定。

4　弹塑性分析

4.1　冻土的强度准则

在一般工程中，土的强度通常用线性的 Mohr‒

Coulomb准则描述，即屈服面为大主应力σ1和小主应力

σ3的线性组合。如果采用广义的Mohr‒Coulomb准则，则

屈服面为平均应力p与广义剪应力q的线性组合。而根

据冻土的大量试验数据，随着围压的增大，冻土的强度

会出现峰值，并且随着围压的进一步增大而降低，这一

现象说明冻土的强度是非线性的[21‒22]。马巍等[23]根据兰

州砂土的试验数据，通过引入平均应力的二次项p2来

考虑冻土的非线性强度准则[23]，即：

q = c - kp +
k

2pm
p2 （11）

式中：c为黏聚力；k=tan φ，φ为内摩擦角；pm为当冻土

的剪切强度 q达到最大值时的平均应力值。由式（11）

定义的强度准则在 p‒q平面上的图形为抛物线，故称

这种用于描述冻土的非线性强度准则为抛物线强度

准则。其中，c、φ、pm与温度T的函数关系如下：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

c =-0.147T + 2.255
φ =-0.607T + 27.27

pm = -65.79T + 45.61

（12）

式中，T的单位取℃。由式（12）可以看出：在温度较高

的情况下（0 ℃左右），pm对温度的变化最敏感，其次是

内摩擦角，而黏聚力对温度变化最不敏感；随着温度

进一步降低，pm对温度的敏感性降低。
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对于与砂土性质差别较大的土体（如粉质黏土），

Wang 等[24]进行了一系列复杂应力路径的三轴试验，

其结果显示冻结黏土的强度也具有非线性，但并不符

合上述冻结砂土体现出的抛物线强度准则。

由于上述抛物线型屈服准则是通过三轴试验确

定的，因此p=(σ1+2σ3)/3，q=σ1-σ3。而在α较小、pa>pb>0

的条件下，由式（8）～（10）确定的弹性状态下土体各

应力的大小关系始终为 σr=σ1>σz=σ2>σθ=σ3。因此在进

行后续推导时，该屈服准则可以进一步写为：

(σr - σθ )= c +
k
3

(σr + 2σθ )-
k

18pm
(σr + 2σθ )2     （13）

即认为试验得出的抛物线型屈服准则仅为 σr、σθ的

函数。

4.2　塑性区的确定

随着内压的进一步增大，当土体中某些区域的σr与

σθ的组合达到式（13）所对应的临界值时，土体进入塑性

变形状态形成塑性区，如图2所示。处于塑性变形状态

的土体不再满足热弹性的本构方程，而是满足式（13）的

抛物线型准则。

因此，通过式（13）可以确定在内压pa作用下的塑

性区范围。当 pa>pb时，塑性区总是从柱孔处 r=a开始

发展。为简化记号，塑性区的范围可以表示为 r£s，其中

s为塑性区与弹性区的分界面所对应的半径。在柱孔

的尺寸、材料参数、温度分布保持不变的情况下，s由

内压pa唯一确定，即 s=f(pa)。

4.3　弹塑性状态下的应力

塑性区的应力除了满足抛物线型屈服准则（13），

还应该满足平衡方程（2），这是因为应力的平衡方程

适用于任意连续介质。将应力的平衡方程和抛物线型

屈服准则联立，解得基于抛物线强度准则的塑性区应

力分布为：

Y
r
=

|

|
|
||
||

|
|
||
|
k ( )σr + 2σθ

3
- pm +M

( )pm

M
+

2
3

|

|
|
||
||

|
|
||
|
k ( )σr + 2σθ

3
- pm -M

( )pm

M
-

2
3

（14）

式中，Y为积分常数，M为已知材料常数。M计算如下：

M = k2 p2
m + 2kpmc （15）

积分常数Y可由内壁 r=a的应力边界条件确定：

σr| r = a = pa （16）

σθ| r = a =ψ(pa ) （17）

式中，ψ(pa)为环向应力 σθ边界条件，将式（16）代入

式（13）即可求得。

当给定了内压pa后，即可根据式（13）与（14）求出塑

性区的σr、σθ=ψ(σr)。由于塑性区的应力只由式（2）和（13）

两个方程确定，因此无法直接求出竖向应力σz。由平面

应变的条件，在弹性条件下，σz来源于竖向应变 εz的约

束，但冻土进入塑性变形后产生屈服，塑性区的进一步

发展使得竖向约束变弱。因此可以认为塑性区σz的值等

于弹性区与塑性区的分界面处σz的值。

对于弹性区的应力分布，根据分界面的应力边界

条件有：

σr| r = s = ps （18）

式中，ps为通过式（13）、（14）计算得出的 r=s处的塑性

区径向应力。进而可以将弹性区视为内径为 s、外径为

b的柱孔扩张问题，用弹性状态下的分析方式求出σr、

σθ、σz。

4.4　弹塑性状态下的位移

弹性区的位移 u(r,s)保持与式（7）相同的形式，仅

积分常数发生变化，且依赖于塑性区发展的程度，即：

u =
α(1 + ν)
1 - ν

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷
C'1r +

C'2
r

+
T(s)

2ln
b
s

r ( )ln
b
r
+

1
2

   （19）

式中，C'1、C'2为积分常数。采用与第3节相同的分析方

法可求出弹性区的位移。

由于抛物线强度准则是基于试验数据给出的，因

此无法通过分析 f(p,q,T)求出塑性区的位移。可以根据

连续介质的运动方程，假定塑性区的压缩方程不变，

从而给出塑性区位移的理论解[8]。

在对塑性区的土体进行分析时，沿用连续介质力

学中的一般规定，区分物质坐标R与空间坐标 r，即R

代表某一物质颗粒，r 代表某一空间点，并且 R=r(R, 

t0)，r=r(R,t)。而在弹性分析时采用的是小变形假定，故

通常认为土体在受到外部荷载产生位移后，也不会距

离初始位置太远，即 r≈R。考察塑性区土体中任意一个

颗粒R的位移，可以认为其空间坐标仅与颗粒的物质

坐标R和塑性区外边界 s有关，如图3所示。

图3　塑性位移求解示意图

Fig. 3　Schematic diagram of deriving plastic displacement
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由于柱孔扩张模型具有对称性，向量R、、r均只有

一个分量，因此在后续分析中使用R、r代替R、r。故对

于柱孔扩张问题可以将塑性区的总位移写为：

u = u(Rs)= r(Rs)-R （20）

土体中某一颗粒R的速度为位置坐标 r(R,t)对时

间的1阶导数，同时也是位移的物质导数。如果形式上

认为 s与时间相关，则上述关系可写为：

Du
Dt

= ( ¶r
¶t )

R

=
¶r
¶s

ṡ （21）

式中，D为物质导数求导运算，下标R表示对时间 t求

导时固定物质坐标R不变，ṡ为 s对时间求导数。

位移的物质导数为：

Du
Dt

=
¶u
¶t

+
¶r
¶t

·
¶u
¶r

= ( ¶u
¶s

+
¶r
¶s

·
¶u
¶r ) ṡ （22）

联立式（21）、（22）可得：

V (Rs)=
¶r
¶s

=

¶u
¶s

1 -
¶u
¶r

（23）

式中，V为物质颗粒的速度。

颗粒的应变速率 ε̇r、ε̇θ与应力速率 σ̇r、σ̇θ，实质上

是各个分量的物质导数，即：

ε̇r =
D
Dt ( ¶u

¶R ) = ¶
¶R ( ¶u

¶t )
R

=
¶
¶R ( Du

Dt ) = ¶
¶R ( ¶r

¶t )
R

（24）

式（24）可进一步写为：

ε̇r =
¶V
¶R

ṡ （25）

同理可得：

ε̇θ =
D
Dt ( u

R ) = V
R

ṡ （26）

对于应力速率 σ̇r，根据物质导数的求导法则，有：

σ̇r = ( ¶σr

¶s
+V

¶σr

¶r ) ṡ （27）

同理，对于 σ̇θ，有：

σ̇θ = ( ¶σθ¶s
+V

¶σθ
¶r ) ṡ （28）

在塑性区，假定应变速率和应力速率与弹性阶段

保持同样的形式，即塑性区的压缩方程为：

ε̇ii =
(1 - 2ν)

E
σ̇ii （29）

式中，ε̇ii 为体积应变速率，σ̇ii 为体积应力速率。注意

到压缩模量 K=E/(3(1-2ν))，则对于平面应变问题，

式（29）的分量形式可写为：

¶V
¶R

+
V
R
= ( ¶¶s

+ μV
¶
¶R ) ( σm

K
+ 3αT ) （30）

式中：σm为平均应力，σm=(σr+σθ+σz)/3；μ为表征塑性区

发展程度的参数，μ=(¶R/¶r)。

由于塑性区内 r≠R，因此在上式中引入了 μ。后续

推导中暂定 μ=1，将在第 6 节的参数分析中进一步讨

论。令P(R, s)=σm/K+3αT，其物理含义为塑性区的体积

应变，由式（28）可解得V(R, s)为：

V (Rs)=
eP

R ( )∫
a

R ¶P
¶s

·
R

eP
dR + g(s) （31）

式中，g(s)为积分常数。再由 V = (¶r/¶s)进一步解得

r为：

r(Rs)= ∫
a

s

ds ∫
a

R ¶P
¶s

·
R

eP
dR + ∫

a

s g(s)eP

R
ds +C（32）

式中，C为积分常数。对于柱孔扩张问题，内壁R=a处的

位移对桩基的径向位移起决定性作用，内壁的位移可

写为：

u(as)= r(as)- a = ∫
a

s g(s)eP

a
ds +C - a （33）

作为对比，此处给出基于Tresca强度准则（σ1- σ3=

2c）的塑性区位移控制方程（以拉为正）[8]为：

dr(as)
ds

= ( )(m -
m

1 -m
)

s2

b2
+

m
1 -m

+
2c(1 + ν)

E
·

( r
s ) 2m - 1

+
m

1 -m
(

s2

b2
- 1)

r
s

（34）

式中，m为与土的性质有关的材料常数，m=2c(1+ν)(1−
2ν)/E。

5　算例与分析

本模型的工程应用可通过下述算例体现：考虑多

年冻土区（环境温度Te=−15 ℃）的桩基础工程，桩径a=

1.0 m；冻土容重γ=20 kN/m3，弹性模量E=25 MPa，泊松

比 ν=0.25；施工时孔内土体由于扰动升温至 T(a) =

−10 ℃。内压pa从0逐渐增加至R£2.0 m范围内的土体

全部屈服。下面考察1.0 m<R<5.0 m（5倍桩径）范围内

土体的应力和位移。

5.1　外压的确定

外压通过静止侧压力系数K0计算得出。当温度T>

−10 ℃时，K0随温度的变化较大，但在低温冻土（T<

−10 ℃）的条件下，静止侧压力系数K0趋于常数。这可能

是由于在低温条件下，冻土各相的物理性质趋于稳定。

根据姚晓亮等[25]对冻结粉土和细砂土的研究结果，在竖

向应力较小（<2 MPa）的情况下，可取K0=0.8。

本算例中考虑深度 z=5.0 m，故 pb=0.8×20×5=

80 kPa。事实上，根据后续计算结果，土体达到屈服时的

内压pa远大于外压pb，且土体的变形主要集中在柱孔

附近，因此在自重应力的条件下外压的影响不大。
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5.2　热膨胀系数的确定

尚未有文献对冻土的热膨胀系数（此处的定义为

线膨胀系数而非体积膨胀系数）进行研究，算例中根

据冰的热膨胀系数αice=5×10−5 K−1，假设土颗粒的膨胀

远小于冰，根据土颗粒与冰的夹杂关系加权平均，可

取α=3×10−5 K−1。上述所有参数的取值汇总于表1。

5.3　温度场的确定

将温度边界条件代入式（5）计算冻土的温度场，

计算结果如图4所示。

5.4　弹性变形状态下的应力与位移

通过柱孔内、外的应力边界条件求解积分常数C3、

C4，以内压pa=1 000 kPa为例，此时周围土体均处于弹

性变形状态，其应力场σ和位移场u分布如图5所示。

5.5　弹塑性变形状态下的应力

首先，需要确定塑性区的边界。根据弹性变形状态

的分析结果，在周围土体中搜索满足式（13）的区域，从

而得到塑性区外边界 s与内压pa的对应关系，如图6所

示，仅用二次多项式就可以得到较好的拟合结果。

在搜索周围土体的塑性区时发现：柱孔附近的土体

最先产生屈服，若要土体产生进一步屈服需要很大的内

压，而此时冻土的整体结构早已发生破坏，不再满足弹

塑性的假定。因此，在土体的整体结构不发生破坏的情

况下，强度准则 f中的温度近似认为是孔内温度T(a)。此

时，各强度参数的取值由式（12）和（15）计算得出，结果

见表2。

土体中 r>s 的区域为弹性变形状态。以 pa=

3 000 kPa为例，距桩中心距离 r>1.35 m的区域转化为

内径为s=1.35 m、外径b=5.0 m的弹性问题。即弹性方程

的通解不变，新的积分常数由边界条件式（18）确定。

r<s的区域为塑性变形状态，将边界条件式（16）和

式（17）代入（14），解得积分常数Y，进而通过式（14）得到

塑性区的应力，如图7所示。图8、9分别为内压为5 000 、

6 306 kPa时的应力分布。

图6　塑性区边界与内压的对应关系

Fig. 6　Relationship between plastic boundary and internal 
pressure

图7　pa = 3 000 kPa时的应力场

Fig. 7　Stress field of pa = 3 000 kPa

表1　算例参数

Tab. 1　Parameters of the example

pb/MPa

0.08

E/MPa

25

ν

0.25

a/m

1.0

b/m

5.0

T(a)/℃

−10

α/K−1

3×10−5

图4　冻土中的温度分布

Fig. 4　Temperature distribution in frozen soil

表2　强度参数取值

Tab. 2　Values of strength parameters

c/kPa

3 723

k

0.657 9

pm/kPa

26 524

M

20 842.63

图5　pa=1 000 kPa时（弹性变形状态下）的应力场和位移场

Fig. 5　Stress and strain fields of pa = 1 000 kPa (in the case 
of elastic deformation)
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从图7～9中可以看出，当土体进入塑性变形状态

后环向应力σθ会逐渐由拉应力（−）调整为压应力（+），

并且在塑性边界面上出现不连续的现象。从土体的破

坏机理来看，可能是由于拉应力过大导致土体产生了

拉应变，塑性区应力重分布导致环向应力不连续。

5.6　柱孔内侧的位移

柱孔R=a处的位移可以避开二重积分的计算，即

只需要考察函数 g(s)的值。以 pa=3 MPa为例计算柱孔

的位移。

观察式（33），利用 s=a时柱孔刚好达到塑性的条

件，容易求出 u(1,1)=C−a=−0.083 m。若要计算 u(1, 

1.35)，则至少需要求出 g(1.35)，才能通过数值积分得

到近似值。由式（31）可知，只要计算出V(1.35, 1.35)的

值，即可通过数值积分得到 g(1.35)的值。而 V(1.35, 

1.35)可以通过式（23）计算。因为：

du =
¶u
¶s

ds +
¶u
¶R

dR （35）

利用上式的差分形式，可以得到：

u(1.361.36)- u(1.351.35)= ( ¶u
¶s

+ εr ) ´ 0.01（36）

式（36）中仅有¶u/¶s是未知量，其他项均可以通过

弹性状态下的位移和应变求出具体值。从而计算得出

V (1.35, 1.35)=−0.189 2。

接下来计算式（30）中的积分项。由第 5.5 节中对

塑性区应力的计算方法，逐渐增大内压pa并计算此时

的塑性区边界 s与塑性区体积应变P，进而计算 ¶P/¶s

的值。采用线性近似计算导数，再用梯形公式进行数

值积分，代入式（30）计算得出g(1.35) = −0.275 8。采用

相同的步骤可以分别计算得到 g(1.00) = −0.004 83，

g(1.57) = −0.360 8，g(1.77) = −0.437 2。最后通过式（33）

计算得出随内压分别增加至3、4、5 MPa时内侧的位移

变化如图10所示。

作为对比，根据算例参数和式（34）进行计算，得

到基于 Tresca 准则计算的柱孔内侧的位移计算结果

（图 10）。可以看出，式（34）在高内压下的位移计算结

果明显偏大，不适用于冻土。粒子有限元法（PFEM）是

一种适用于模拟岩土材料大变形问题的数值模拟方

法[26‒28]，Hauser等[29]根据该方法对黏土的柱孔扩张问题

进行了数值计算，并在计算中综合考虑了大变形和

CASM模型（clay and sand model）[30]。对于超固结黏土

（超固结比为16）排水条件下的柱孔扩张问题，根据归

一化参数进行换算，若将先期固结压力视为算例中柱

孔处刚好出现塑性变形时的压力，内压和柱孔内侧位

移的情况如图10所示，用粒子有限元法进行数值计算

的结果与本文的理论计算结果较为接近。

6　参数分析

6.1　孔内温度的影响

由于冻土的热膨胀系数 α很小，柱孔内外的温度

差对弹性状态下的应力场和位移场影响较小。受温度

影响从而变化较大的力学指标主要为式（12）中的 c、φ

和 pm。在算例中已经指出，由于塑性区仅分布在距离

柱孔很近的范围内，因此上述力学指标中的温度 T= 

T(a)。对于不同的孔内温度T(a)，可以得到塑性区边界

图8　pa = 5 000 kPa时的应力场

Fig. 8　Stress field of pa = 5 000 kPa

图9　pa = 6 306 kPa时的应力场

Fig. 9　Stress field of pa = 6 306 kPa

图10　不同方法的孔壁位移计算结果

Fig. 10　Calculation results of the internal wall surface dis‐
placement  using different methods
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s曲线随温度变化如图11所示。

从图11可以看出，温度的升高导致冻土强度的降

低。当内压相同时，塑性区会随着孔内温度的升高而

向外扩展。根据图 7～9的应力分布曲线可知，塑性区

与弹性区的环向应力场σθ有很大的不同，故塑性区范

围的改变将会对 σθ的分布产生较大影响，如图 12 所

示。在塑性区，孔内温度越高，对应的环向应力越小；

而在弹性区，更高的温度则对应了更大的环向应力。

此外，随着温度的升高，环向应力在塑性区边界面上

的突变现象越来越明显。

6.2　塑性区发展系数的影响

在计算塑性区位移u时，引入参数μ=¶R/¶r来表示

塑性变形与弹性小变形假定偏离的程度。如果简单地

认为该参数是线性的，则有μ=R/r。将其代入塑性位移计

算的表达式中，则柱孔内侧实际的塑性位移up(a,s)为：

up (as)=
a

a + u(as)
u(as) （37）

由式（37）可以看出，实际的塑性位移小于计算得

出的位移，说明在塑性变形状态下，冻土仍有压硬性。

7　结    论

本文提出了基于抛物线强度准则的冻土热弹性‒

塑性模型，并且针对冻土地区桩基础施工的工况进行

了算例分析。主要结论如下：

1）对于非均匀温度场作用下的冻土，需要考虑温

度对冻土位移、应力状态、强度参数的影响。因此本文

提出的模型结合了热弹性本构方程、抛物线强度准

则，将温度作为变量引入到了柱孔扩张模型中，进而

得到了基于抛物线强度准则的热弹性‒塑性柱孔扩张

模型。

2）随着内压的进一步增大，周围土体逐渐从弹性

状态转变为弹塑性状态，并形成从柱孔内侧向外扩展

的塑性区。根据抛物线强度准则，可以将整个计算区

域分为塑性区和弹性区两部分，分别采用不同的方程

进行求解。对于塑性区的应力，本文根据平衡方程和

抛物线型准则给出了解析式；对于塑性区的位移，本

文结合连续介质力学的运动方程进行了分析。

3）在冻土地区桩基础施工的过程中，桩身周围的

土体处于非均匀温度场的作用下，其应力与位移的求

解可视为温度非均匀分布情况下的柱孔扩张问题。本

文据此进行了算例分析，得到了不同内压下周围土体

的应力分布曲线，以及孔壁内侧的位移曲线。

4）随着孔内温度的升高，塑性区逐渐向外扩展。对

于塑性区，孔内温度的升高导致环向应力减小；而对

于弹性区，孔内温度的升高导致环向应力的增大，并

且环向应力在塑性区边界面上的突变现象越来越明

显。塑性变形与小变形假定偏离的程度可以用塑性区

发展系数表示，其值随着塑性区范围的增大而减小，

由此计算得出的实际塑性位移小于小变形假定下的

塑性位移。
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Thermo‒Elasto‒Plastic Cavity Expansion Model of Frozen Soil Based on 

Strength Criterion with a Parabolic Curve
HUANG Yifeng， LIU Enlong*

(College of Water Resources and Hydropower, Sichuan University, Chengdu 610065, China)

Abstract: 

Objective The construction of pile foundation projects in cold regions requires quantitative analyses of displacement and stress in the surrounding 
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soil, which can be achieved using cavity expansion methods. Classical cavity expansion methods fail to account for uneven temperature distribu‐

tion, temperature variation, and the unique mechanical behavior of frozen soil. Therefore, this study proposes a thermo‒elasto‒plastic model 

based on a strength criterion with a parabolic curve, also referred to as the parabolic strength criterion, which is applicable to frozen soil and pro‐

vides analytical expressions for displacement and stress.

Methods Firstly, the geometry and boundary conditions were determined, and several fundamental assumptions of the proposed model were intro‐

duced. A Dirichlet boundary condition, defined as a fixed surface temperature, was considered when addressing the heat diffusion problem. Sec‐

ondly, the governing equations of the thermo‒elastic cavity expansion model were introduced and systematically combined, through which the ex‐

plicit expressions for displacement and stress in the elastic state were derived. With the increase in internal radial pressure, the state of the sur‐

rounding soil gradually transitioned from an elastic state to an elasto‒plastic state, whereby the surrounding soil was divided into elastic and plas‐

tic zones governed by different equations. Thirdly, to account for the nonlinear strength behavior of frozen soil, the parabolic strength criterion 

was introduced, indicating that the strength initially increased and decreased as the mean stress increased. The stress distribution within the plastic 

zone was derived by combining the equilibrium equations of continuum mechanics with the parabolic strength criterion of frozen soil. It was 

clearly impossible to derive an explicit expression for displacement using conventional plasticity theory because the parabolic strength criterion 

was based on triaxial experimental results. Therefore, the proposed model assumed that the compressive equations remained unchanged after the 

transition from the elastic state to the plastic state. The expression for the displacement of the internal wall surface was derived by substituting the 

compressive equations into the kinematic relations of continuum mechanics. Finally, an example involving pile foundation construction was ana‐

lyzed using the proposed model, and the calculation results were compared to those obtained from a precedented model and a numerical method.

Results and Discussions Comparing the modeling procedure with that of the classical cavity expansion model indicated that both stress and displacement 

were directly interconnected with the temperature distribution. A logarithmic temperature distribution was first obtained by solving the heat diffusion equa‐

tion, and this distribution was used in the derivation of elastic stress and displacement. For stress and displacement in the elastic state, the influence of tem‐

perature was clearly reflected in the term containing the thermal expansion coefficient, which was generally small for solids such as ice, rock, and soil. A 

significant finding was that when compressive stress was defined as positive, the radial stress consistently represented the maximum principal stress, while 

the circumferential stress represented the minimum principal stress. This finding facilitated the determination of the plastic zone and enabled the substitution 

of principal stresses into the parabolic strength criterion. Within the plastic zone, the influence of temperature became considerably more complex because 

temperature variations not only altered the parameters of the parabolic strength criterion but also affected the subsequent calculations of stress and displace‐

ment. The application of the parabolic strength criterion made it challenging to obtain explicit expressions for stress and displacement in the plastic zone, 

whereas quantitative results were achievable through numerical analysis. The quantitative results of the example demonstrated several distinctive character‐

istics of the proposed model. For instance, with increasing internal radial pressure, the plastic boundary gradually moved outward, reaching 1 m when the 

pressure was 1 690 kPa and 2 m when the pressure was 6 306 kPa. The quadratic approximation of the plastic boundary coordinate exhibited good agree‐

ment with the results.  The circumferential stress at the boundary surface of the plastic zone was found to be discontinuous, which was attributed to stress 

redistribution in the frozen soil. The displacement of the internal wall surface was calculated and was 83.5 mm when the pressure was 1 690 kPa and 170.0 

mm when the pressure was 5 000 kPa. The characteristic of compressive hardening was clearly observed from the stress‒displacement curve. When the re‐

sults were compared to those of the precedented model based on the Tresca strength criterion and the numerical method based on PFEM, the stress‒

displacement relationship was considered acceptable from a geotechnical perspective. The sensitivity of model parameters was further analyzed and was pri‐

marily associated with the effects of temperature and the coefficient of plasticity-growing. Internal temperature groups of ‒5 ℃, ‒10 ℃, and ‒15 ℃ were 

respectively applied, resulting in smaller plastic zones, indicating higher frozen soil strength, and lower circumferential stress drops at the plastic boundary. 

In addition, the coefficient of plasticity-growing was shown to be effective in further adjusting the calculated results.

Conclusions The proposed model is developed based on a strength criterion characterized by a parabolic curve applicable to frozen soil, with tem‐

perature variation explicitly considered. A thermoelastic constitutive equation is employed in which temperature is treated as a variable to derive 

the stress and displacement expressions of the soil. The model can incorporate more complex construction conditions and is verified to be effec‐

tive and rational from a geotechnical perspective. The results provide valuable guidance for in situ soil testing, as well as for the design and con‐

struction of pile foundations in frozen soil regions.

Key words: cavity expansion; frozen soil; temperature field; strength; elasto‒plastic analysis
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