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摘 要：土在自然沉积过程中其强度经常呈现出各向异性空间变异性特征，其中一般旋转各向异性在自然界土体

中分布广泛，该特性体现土体在空间上力学特性的差异。为了考虑该特征对抗滑桩加固边坡稳定性的影响，首先，

采用乔列斯基分解法，生成了具有代表性的横观各向异性和一般旋转各向异性的随机场；然后，基于离散机构上

限分析理论，在空间变异土体中生成离散的速度间断面，使间断面严格满足塑性力学相关联流动法则，即空间上

某处速度间断面的切向速度与真实速度的夹角等于该空间位置土体的内摩擦角，根据弹塑性分析理论求解抗滑

桩侧极限土压力，继而建立抗滑桩加固边坡的能量平衡方程，通过强度折减法求解边坡破坏临界状态的安全系

数；最后，从波动尺度、变异系数和互相关系数等方面，对比两种各向异性空间变异性随机场对抗滑桩加固边坡可

靠度的影响。结果表明：一般旋转各向异性空间变异性桩加固边坡的安全系数均值低于横观各向异性桩加固边

坡；一般旋转各向异性空间变异性桩加固边坡最优桩位 Xf/Lx（桩安装位置到坡脚的距离与坡顶到坡脚距离的比

值）趋近 0.8，而横观各向异性桩加固边坡最优桩位Xf/Lx在 0.6～0.7之间，这表明了在设计抗滑桩桩位时将土体的

各向异性空间变异性纳入考量的必要性。
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自然界中的土体在形成过程中普遍受到风化、侵

蚀、搬运、沉积以及地质运动等多重因素的影响，使得

看似均一的土层内部，在矿物组成、属性参数等方面

呈现出明显的空间变异性[1‒3]。这种变异性不仅是自然

界复杂作用的直接体现，而且是工程实践中不可忽视

的重要因素。在理论研究中，能使用随机场理论更准

确地描述和模拟土体的空间变异性[4]。为了具体实现

随机场，常用的方法有局部平均法、乔列斯基分解法

和级数展开法等。其中：局部平均法在处理非高斯随

机场时，效果较差；级数展开法需要求解 Fredholm积

分方程，求解难度较高，特别是对于复杂形式的随机

场函数；乔列斯基分解（Cholesky）法计算过程简单易

于编程实现[5]，推导过程更加具体、易于理解，尽管该

方法在展开非平稳随机场方面尚存在局限性，但是本

研究主要针对各向异性随机场的分布形式，同时，该

方法在处理非高斯随机场（对数正态分布随机场）时

等效自相关系数与原始自相关系数间的差别对计算

结果影响较小，可忽略不计[6]，所以，采用乔列斯基分

解法对对数正态分布随机场进行展开。

如图1[7]所示，自然界土体的空间变异性类型多样，

除常见的各向同性、横观各向异性外，旋转各向异性及

一般旋转各向异性同样是重要的变异形式，在实际工

程中不可忽视。Liu等[8‒9]提出，最大波动尺度和最小波

动尺度的方向并不总是为水平和竖向。Chen等[10]则基

于此结论，采用随机有限差分法（RFDM）将各向异性分

为水平情况和非水平情况，深入研究了一般旋转各向

异性空间变异性对边坡的可靠度的影响。Qin等[11]结合

大漾云高速公路路基边坡的工程实际，对一般旋转各

向异性空间变异性的多级边坡进行了有限元（FEM）计

算，然而这一特性对桩加固边坡的影响尚需深入研究。
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在滑动面或潜在滑动面以下的稳定地层中插入

抗滑桩，桩体嵌入坚固地层，借助岩土体对桩的锚固

约束作用，平衡上部滑体的下滑推力，从而稳定滑体

或潜在滑体[12‒13]。抗滑桩在岩土工程领域具有广泛的

应用，特别是在山区、河岸等地质条件复杂、易发生滑

坡的地区。通过合理设计和施工抗滑桩，可以显著减

少滑坡及其次生地质灾害[14]的发生，保护人民生命财

产安全，维护工程设施的稳定运行。Sun等[15]对横观各

向异性随机场的桩加固边坡可靠度进行了参数分析，

但对于一般旋转各向异性的研究尚显不足。宁帅等[16]

对各向异性和非均质性的抗滑桩边坡稳定性进行了

分析，但其分析仍局限于确定性分析层面，尚未涉及

到空间变异性的可靠度分析。Li等[17]采用极限平衡法

对旋转各向异性空间变异性桩加固边坡可靠度展开

分析，但极限平衡需要进行条间力假设，无法考虑土

体的塑性特征，因此，极限分析的相关研究尚需补充。

目前，较多边坡可靠度的研究都是采用数值分

析的方法，计算过程耗时且对计算资源要求较高，并

且 Michalowski 等[18]指出数值方法更适合用于分析

特殊且复杂的工况，而不利于进行广泛的参数分析。

理论方法则主要分为极限平衡法和极限分析法，根

据塑性力学的基本原理，边坡稳定性分析极限分析

法通过构建机动速度场对边坡极限承载力进行求

解，该方法成熟，理论基础严格，被广泛应用于非饱

和边坡[19]、裂隙边坡[20‒21]、非均质边坡[22‒23]的稳定性

研究，为边坡稳定分析提供了坚实理论支撑[24]。对于

非均质边坡，孙志斌[25]、孙志豪[26]等提出了离散对数

螺旋线的边坡上限分析机构，该机构对边坡滑移面

进行了离散，使得速度间断面严格满足相关联流动

法则，为空间变异性边坡的上限分析提供了新的解

决思路。

上限分析离散机构已被广泛应用于空间变异性

横观各向异性边坡的可靠度分析[15,26]，但是尚未考虑

一般旋转各向异性的影响，并且这一影响在数值方

法和极限平衡法中进行了系统的讨论[10,17]，因此，本

文将一般旋转各向异性随机场引入极限分析上限法

离散机构可靠度评估框架；另外，目前针对空间变异

性边坡的加固方式及加固效果的研究较少，对于空

间变异性边坡的治理与防护的认识和方法不够成

熟，因此，本文针对抗滑桩的加固效果开展研究。首

先，介绍了离散机构的生成过程及在考虑抗滑桩抗

滑力作用下的功率计算方法。然后，利用乔列斯基分

解法，对两种典型的各向异性随机场进行了离散。在

蒙特卡洛模拟（MCS）过程中，使用 MATLAB 编写了

上限分析安全系数求解程序。最后，进行参数分析，

探讨了空间变异性及抗滑桩安装位置对结果的

影响。

1　边坡稳定性的上限分析

1.1　离散机构

如图2所示的边坡上限分析离散机构中，AC为破

坏机构的速度间断面，也可以被视为边坡的潜在滑动

面，在经典旋转破坏机构中，该间断面为连续且光滑

的对数螺旋线。假设速度间断面上下都是刚体，在这

个设定中，滑动块体ABC绕点O旋转，其角速度为ω。

为了方便进行后续的间断面离散，以坡脚C为原点建

立直角坐标系。θ0和θh分别为OC和OA与X轴负方向

的夹角，r0表示点C到旋转中心的半径，θi为OPi与X

轴负方向的夹角，φi为点Pi处土的内摩擦角，H为边坡

高度，vi为点Pi处的速度，Pi+1为求解点，i=1,2,3,…,n。

图2　边坡上限分析离散机构

Fig. 2　Discrete mechanism for slope upper bound analysis

图1　经典二维空间变异类型
[7]

Fig. 1　Classical two-dimensional spatial variation types[7]
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使用光滑的对数螺旋线时，由于整个空间的内摩

擦角φ在空间上非均匀分布，因此存在局限性。离散机

构采用点到点的方式构建速度间断面，将AC离散为

一系列的单元P0P1,P1P2,…，PiPi+1。此时，使每个间断

面都满足相关联流动法则的要求，即速度间断面的切

向速度与真实速度的夹角的大小等于土体的内摩擦

角（即向量Pi+1Pi与点Pi的速度 vi夹角为φi的大小）。于

是，已知点Pi的坐标(xiyi)时，可以按式（1）、（2）求解点

Pi+1的坐标(xi + 1yi + 1 )：

xi + 1 = xi +
(xi - xO )2 + (yi - yO )2 sin Dθ

sin(
π
2
+ φi -Dθ)

×

          cos(θi -
π
2
+ φi ) （1）

yi + 1 = yi +
(xi - xO )2 + (yi - yO )2 sin Dθ

sin(
π
2
+ φi -Dθ)

×

         sin(θi -
π
2
+ φi ) （2）

式（1）、（2）中：xO和 yO分别为旋转中心点O的 x坐标和

y坐标；Δθ为OPi与OPi+1夹角，离散机构的具体离散过

程参见文献[25]，并将Δθ设定为1°。

1.2　能耗计算

桩加固边坡，仅考虑自重时，依据上限分析方法，

如图3所示，破坏机构的能耗计算包括重力功率、抗滑

桩提供的抗力做功功率，以及滑动面内部的能量耗散

率 3个方面[27]。图 3中，z代表距离地表的深度，p(z)表

示桩身在深度 z处所受侧向力的大小，Ri为旋转中心O

到Pi点的距离，RGi为旋转中心O到离散块体重心PGi

点的距离，θGi为OPGi与X轴负方向的夹角。

其中：重力功率可以通过计算各离散单元的重力

功率W之和来求解；滑动面的内部能量耗散率则可通

过计算各离散单元的能量耗散率Dsi之和来求解。W和

Ds的计算公式分别如下：

W =-γω∑
i

Si RGi cos θGi （3）

Ds =ω∑
i

ci Li Ri cos φi （4）

式（3）、（4）中，γ为土体重度，Si为离散区域PiBPi+1的面

积，Li为间断面PiPi+1的长度，ci为Pi处的黏聚力。

抗滑桩引起的能量耗散与抗力的分布直接相关，

Sun等[15]在进行空间变异性桩加固边坡的可靠度分析

中，根据弹塑性分析理论采用 Ito等[28]给出的公式求解

了抗滑桩侧极限土压力大小（式（5））。本文也采用上

述相同的方法，计算抗滑桩桩侧抗力p(z)。

p(z)= (
D1

D2
)
(N 1/2

φ(z) tan φ(z)+Nφ(z)- 1)
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 1

Nφ(z) tan φ(z)

ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
e

(
D1 -D2

D1
)Nφ(Z) tan φ(z)tan(

π
8
+
φ(z)

4
)

- 2N 1/2
φ(z) tan φ(z)+Nφ(z)- 1 +

        
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú2 tan φ(z)+ 2N 1/2

φ(z)+N -1/2
φ(z)

N 1/2
φ(z) tan φ(z)+Nφ(z)- 1

× c(z)D1 - c(z)
ì
í
î

ïï

ïï
D1

2 tan φ(z)+ 2N 1/2
φ(z)+N -1/2

φ(z)

N 1/2
φ(z) tan φ(z)+Nφ(z)- 1

- 2D2 N -1/2
φ(z)

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
+

        
γz

Nφ(z)

ì
í
î

ïï

ïï
D1 (

D1

D2
)
(N 1/2

φ(z) tan φ(z)- 1)
× e

D1 -D2

D1
Nφ(z) tan φ(z)tan(

π
8
+
φ(z)

4
)

-D2

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
（5）

式中：c(z)和φ(z)分别为桩身在深度 z处的平均黏聚力

和摩擦力；D1为桩间中心距；D2为两桩外边缘之间的

距离；Nφ(z)为与深度 z处内摩擦角φ(z)相关的承载力系

数，具体计算为：

Nφ(z)= (tan(π/4 + φ(z)/2))2 （6）

因此，抗滑桩引起的能量耗散率可表示为：

Dp =ω ∫
0

h p(z)
D1

l(z)dz （7）

式中，l(z)为桩位于深度为 z 的点到旋转轴的垂直距

离，h为滑移面与桩轴线的交点到地面的深度。

此时，滑动面能量耗散率与抗滑桩抗力做功功率

之和D可表示为：

D =Dp +Ds （8）

1.3　边坡稳定性分析

在上限分析中，可通过强度折减法求解边坡的安

全系数，即通过将土体强度指标折减Fs倍，使边坡处

于临界破坏状态。该折减系数Fs为边坡的安全系数，

且折减后的土体强度参数cR和φR表示如下：

ì
í
î

ïï
ïï

cR = c/Fs

φR = tan-1 (tan φ/Fs )
  （9）

图3　离散单元的功率计算

Fig. 3　Power calculation of discrete elements
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对于边坡稳定性分析，本文采用安全系数优化方

法[26]，该方法适用于离散速度间断面的上限分析。在

离散机构中，功率的计算是通过对离散单元求和得到

的，因此，在计算过程中结合了二分法对安全系数进

行优化[26]。采用该方法，本文的安全系数优化流程图

如图4所示。具体流程如下：

第1步：设置θ0和r0的搜索范围以及二分法中折减

系数的范围[s1,s2]，其中，s1和 s2分别代表二分法的初始

下限和上限，本文取 s1=0.1，s2=3，令折减系数 Fs=(s1+

s2)/2，代入式（9）求得折减后的土体强度参数。

第 2步：在上限分析中，找到一组参数 θ0和 r0（使

用序列二次规划法或全局法搜索），使 fmin=min|W−D|

<ε，其中，ε为预先设定的能量平衡收敛阈值。若Fs是

安全系数的上限解，则而后令 s2=Fs；否则，说明在当

前 Fs下无法找到满足能量平衡的参数组合，边坡已

处于破坏状态，令 s1=Fs。其中，阈值 ε=2即可满足精度

要求。

第3步：重复第1步和第2步，直到 s2−s1<Δs，结束

循环。其中，二分法区间收敛阈值Δs=0.01。

2　土体空间变异性和边坡可靠度分析

2.1　各向异性空间变异类型

Chen等[10]对一般各向异性与一般旋转各向异性

的边坡可靠度开展了研究。在一般各向异性中，最大

波动尺度 lmax固定于水平方向，最小波动尺度 lmin与

最大波动尺度 lmax的夹角即最小波动尺度方向角 θmin

在(0°,180°)区间变动；特别地，当 θmin=90°（即 lmin与竖

直方向重合）时，表现为横观各向异性。

在一般旋转各向异性中，lmax 与 lmin 夹角在 (0°,

180°)区间变动，且 lmax和 lmin各自与水平方向的夹角

也在变动，这种各向异性更能反映真实土壤的空间

变异性，在实际土体中广泛存在。为了便于研究，

Chen 等[10]固定 lmin的方向与水平方向重合，令 lmax与

lmin的夹角即最大波动尺度方向角 θmax在(0°,180°)区

间变动，本文延续这一思路，开展一般旋转各向异性

的研究。

2.2　基于坐标转换的各向异性随机场生成

为了实现各向异性随机场，对笛卡儿直角坐标系

进行转换，坐标变换示意图如图5所示，把点P的直角

坐标 (xy)以平行投影的方式分解到斜坐标系X ′和Y ′
坐标轴上，从而得到其在斜坐标轴上的斜坐标为

(x′y′ )。

图5中，α为斜坐标轴X ′与直角坐标轴X的夹角，β

为斜坐标轴X ′和Y ′的夹角。此时，直角坐标与斜坐标

的转换关系表达式[10]如下：

ì
í
î

x′= (x sin(α + β)- y cos(α + β))/ sin β
y′= (y cos α - x sin α)/ sin β

（10）

将式（10）中的斜坐标替换到自相关函数式（11）

中的直角坐标位置，即通过相应的各向异性自相关

函数 ρ(τxτy )来实现更多种类的各向异性随机场。

ρ(τxτy )= exp[-2(
τx

δh
+
τy

δv
)] （11）

图4　安全系数优化流程图

Fig. 4　Random search method solving flowchart

图5　空间中某点P在直角坐标系XOY和斜坐标系X'OY'中
的坐标转换

Fig. 5　Coordinate transformation of a point P in space 
from cartesian coordinate system XOY to oblique 
coordinate system X'OY'
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式中，τx和 τy分别为空间任意两点在X轴方向和Y轴方

向上的相对距离，δh和 δv分别为波动尺度与 X轴和 Y

轴方向重合。

根据式（11）中波动尺度 δh和 δv分别与X和Y轴方

向重合的特性，通过调整式（10）改变X轴与Y轴的夹

角来改变两个波动尺度之间的夹角。

采用乔列斯基分解法展开随机场，需要对 n阶自

相关系数矩阵进行乔列斯基分解，其中，n 为随机场

单元数量，也即模型划分单元网格的数量。然而，当

随机场单元数量过多，例如，对于拥有 4×105个单元

数量的三维随机场，自相关系数矩阵的分解需要大

约 1.28 TB的物理内存[29]，这超出了绝大多数计算机

的容量。针对这一挑战，Li等[30]提出并完善了一种逐

步分解的方法，将物理内存的占用从 1.28 TB降低到

5 GB，并且，在 1 s内即可完成一次随机场的展开。在

本文中，单元数量为 1.2×103，不进行逐步分解，物理

内存占用约为 4 GB，2×10−1 s即可完成一次随机场的

展开。综上所述，即使在高维场景下乔列斯基分解法

也可以高效展开随机场。另外，该方法实现过程简单

且不受具体随机场空间形态的限制，说明该方法具

有较高的泛用性，适用于本文的研究。为了引入一般

旋转各向异性，只需将建立的坐标系转换关系嵌入

乔列斯基分解技术中即可。基于坐标转换的乔列斯

基分解技术模拟相关非高斯各向异性随机场的流程

概述如下。

将离散随机场空间划分为若干个单元，并通过转

换关系将每个单元中心点的直角坐标Pi = (xiyi )转换

为斜坐标Pi′= (x′iy′i )。

与简单随机抽样相比，拉丁超立方抽样（LHS）在

相同的样本数量下，能够提供更全面的变量覆盖，从

而更准确地反映变量的分布特性。故采用LHS从标准

正态空间中抽取 n个独立的土体强度参数 c和φ的独

立随机样本：

ξ = [ξc = (ξc1ξc2ξcn )Tξφ = (ξφ1ξφ2ξφn )T ]
（12）

互相关系数 ρcφ反映了土体强度参数 c和 φ的相

关程度，其取值范围为[−1,1]。当ρcφ为负时，表示负相

关；相反地，当 ρcφ为正时，表示正相关；当 ρcφ = 0时，

则表示不相关。

乔列斯基分解法展开随机场矩阵运算示意图，如

图6所示。具体步骤如下。

第1步，对互相关系数矩阵ρr
cφ进行Cholesky分解

得到下三角矩阵L1，使得L1 LT
1=ρr

cφ。

第 2 步，使用 Cholesky 分解对自相关系数矩阵 C

进行分解得到下三角矩阵L2，使得L2 LT
2=C。

第 3步，L1左乘土体强度的独立随机样本 ξ，得到

相关标准正态随机样本矩阵ξD=ξL1。

第 4 步，L2 右乘矩阵 ξD，得到相关高斯参数随

机场χG
R：

χG
R (x′y′ )= χG

R (xy)=L2ξ
D =L2ξL1 （13）

χG
R 经等概率变换为相关对数正态参数随机场：

χ LN
R (x′y′ )= exp(μln R + σln R χ

G
R (x′y′ )) （14）

式中，μln R和σln R分别为高斯参数随机场 ln c、ln φ的均

值和标准差。

在横观各向异性随机场中，参数设置为α =0°，β =

90°，δh=lmax，δv=lmin；一般旋转各向异性随机场中，参数

设置为α=0°，β=150°，δh=lmin，δv=lmax。为了使随机场的

土体参数真实地反映实际土壤参数分布情况，研究者

们对现实土体进行了统计测量，并据此得到表 1的土

体参数统计特性[5]。基于表1中的统计特性，得到随机

场的一次典型实现，如图7所示。

图6　乔列斯基分解法展开随机场矩阵运算示意图

Fig. 6　Cholesky decomposition method expands random 
field matrix operation diagram

表1　土体参数统计特性

Tab. 1　Statistics of soil parameters

土体
参数

c

φ

γ

均值

10 kPa

20°

20 kN/m3

变异
系数

0.3

0.2

—

分布类型

对数正态

对数正态

—

波动范围
[lmin, lmax]/m

[2,20]

[2,20]

—

互相关
系数ρc,φ

0

0

—
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2.3　可靠度分析方法

在对空间变异性边坡进行可靠度分析时，常采用

失效概率作为评价指标[10,26,31]，在选定特定的设计安

全系数后，对生成的N个边坡随机场样本进行蒙特卡

洛模拟，并通过上限分析方法计算出N个边坡安全系

数Fs值。如果安全系数小于设计安全系数，则判定边

坡失稳。当N足够大时，失稳边坡的数量占总样本数量

N的比例即为边坡的失效概率。在边坡可靠度分析中，

失效概率越大边坡可靠度越低，概率上更容易发生失

稳。桩加固边坡的破坏属于小概率事件，由于样本数

量受到计算效率的限制，当样本数量不够庞大时，采

用直接蒙特卡洛的方法评估这种小概率事件会存在

较大的统计不确定性。此外，评估小概率事件的相关

统计方法在精度和泛用性上也存在一定的局限性。顾

鑫等[32]在土质边坡可靠度分析中，参照相关规范选取

了设计安全系数，并在有限的蒙特卡洛模拟次数下有

效评估了水位对边坡可靠度的影响。本文根据《建筑

边坡工程技术规范》（GB50330—2013）[33]，取 Fs=1.15

为设计安全系数，以平衡计算精度与计算效率。

为更准确估计边坡的失效概率并提高计算效率，在

不同黏聚力c变异系数（Vc）下观测随机统计量的收敛情

况，如图8所示，确定N=1 500，即认为在设计安全系数

为1.15时，1 500次MCS所统计的失效概率Pf是稳定的。

在本文的可靠度分析中，首先，根据边坡的几何

形状和土体的空间变异特征生成N个随机场（在本文

中N=1 500）。然后，联合使用强度折减法与二分法对

每个随机场求解边坡的安全系数。最后，对所得到的

结果采用直接蒙特卡洛方法计算边坡的失效概率Pf。

2.4　算例验证

2.4.1　均质桩加固边坡验证

对均质桩加固边坡进行计算验证时，使随机场的

每个单元网格参数相等，以模拟均质状态。将本文方

法与已有的算例[34‒36]所得的均质桩加固边坡安全系

数进行对比，结果如表2所示。

由表2可见：算例1中，Li等[34]采用了水平方向抗

滑力分布模式，其中，桩的阻力呈三角形分布，并通过

极限分析得出安全系数Fs=1.70。谭捍华等[35]额外考虑

了有效土压力弯矩效应，得出算例 1和 2的安全系数

分别为 1.63和 1.46。Won等[36]则考虑了桩土耦合效应

的影响，并计算出算例2的安全系数为1.49。本文计算

结果与已有解答非常接近。

0
0

0.02

500 1 000 1 500 2 000 2 500 3 000 3 500

0.04
0.06
0.08
0.10
0.12
0.14
0.16
0.18
0.20
0.22
0.24

P f

随机场个数N

 Vc=0.5
 Vc=0.3
Vc=0.1

图8　随机场个数N对失效概率Pf收敛性的影响

Fig. 8　Effect of the number of random fields N on the con‐
vergence of failure probability Pf

图7　基于坐标转换的两种各向异性随机场的一次典型实现

Fig. 7　A typical implementation of two anisotropic random fields based on coordinate transformations
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2.4.2　空间变异性边坡验证

选取边坡高度H=10 m，坡角 βs=45°；随机场参数

中，摩擦角均值φmu=30°，波动尺度 lmin=4 m、lmax=40 m，

互相关系数 ρc,φ=0；其他参数与表 1保持一致。在一般

各向异性和一般旋转各向异性下，将本文方法与Chen

等[10]采用随机有限差分法的边坡失效概率结果进行

对比验证，结果如图 9所示。由图 9可以看出，本文的

计算得到的失效概率与Chen等[10]所得失效概率基本

吻合，误差在 10−3数量级以内。此外，基于坐标转换的

各向异性随机场在θmin和θmax不同时失效概率的变动

趋势也相同。

此外，如图 9（a）所示，一般各向异性中，当 θmin=

90°时，边坡的失效概率达到最高，为0.069。Chen等[10]

也指出，横观各向异性（θmin=90°）是一般各向异性中

最危险的情况，因此，横观各向异性是本文所考虑的

第1种随机场。

如图 9（b）所示，一般旋转各向异性中，当 θmax=

150°时，边坡的失效概率最高，为 0.151。Chen 等[10]也

指出，当 lmax与 lmin的夹角为 150°时，边坡处于最危险

的状态。从边坡最危险的角度出发，本文考虑 θmax=

150°这一特定夹角下的一般旋转各向异性（后文中都

简称为一般旋转各向异性），因此，一般旋转各向异性

是本文所考虑的第2种随机场。

3　算例分析

分析了横观各向异性随机场和一般旋转各向异性

随机场的不同参数对桩加固边坡稳定性的影响。这些参

数包括随机场参数以及抗滑桩安装位置等。分析过程

中，考虑相应参数的变化，同时保持其余参数不变，具体

数值参照表1，其中边坡高度H=10 m，坡角βs=45°。

3.1　波动尺度的影响

波动尺度表示了随机场土体强度参数的相关性。

在实际中，最大波动尺度的范围为 10～30 m，最小波

动尺度的范围为 1～3 m[37]。图 10（a）、（b）分别展示了

最小、最大波动尺度对Fs分布的影响，其中，实线代表

横观各向异性的情况，虚线则代表一般旋转各向异性

的情况。

由图 10可见：在两种各向异性随机场中，随着最

小波动尺度的减小，概率函数密度（PDF）曲线都呈现

出更高更窄的趋势，而且，相较于最大波动尺度，最小

波动尺度对PDF曲线的影响更为显著。从物理的角度

解释，最小波动尺度的改变直观地体现在土体强度参

数的分层情况上：当最小波动尺度减小时，在对应方

向上，若边坡尺寸保持不变，则土的层数会增加，每一

层土的厚度会相应减小，这时边坡的稳定性会趋于增

强。而最大波动尺度则主要体现在每一层土的分布情

况中：当最大波动尺度增大时，每层土更趋于均质状

表2　算例参数与不同方法的均质桩加固边坡安全系数对比

Tab. 2　Comparison of safety factors for homogeneous slopes stabilized with piles using different analysis methods and ex‐
ample parameters

算例
编号

1

2

c/kPa

23.94

10.00

φ/(°)

10

20

γ/(kN·m−3)

19.63

20.00

αt/(°)

0

0

βs/(°)

30.00

33.69

H/m

13.7

10.0

xE/m

13.7

7.5

b/m

0.6

0.8

D1/m

1.5

2.4

D2/m

0.9

1.6

边坡安全系数

已有解答

1.63[35]

1.70[34]

1.46[35]

1.49[36]

本文

1.63

1.50

注：αt为坡顶倾斜角度，βs为坡角，H为坡高，xE为抗滑桩到坡脚的距离，b为边坡沿剖面纵向宽度。

图9　不同方法下波动尺度方向角对失效概率的影响对比

Fig. 9　Comparison of influence of direction angle of maxi‐
mum fluctuation range on failure probability be‐
tween different methods
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态；尤其是当最大波动尺度和边坡尺寸相近时，这种

趋于均质化的趋势则更加明显。

观察图10（a），随着最小波动尺度的增大，一般旋

转各向异性的 PDF曲线趋于矮胖的程度要大于横观

各向异性的情况；同样地，如图 10（b）所示，随着最大

波动尺度的增大，一般旋转各向异性的PDF曲线趋于

矮胖的程度也大于横观各向异性的情况。特别是在横

观各向异性的情况下，最大波动尺度的影响相对较

小；而在一般旋转各向异性的情况下，最大波动尺度

的影响才更加显著。

3.2　变异系数的影响

图 11绘制了不同土体强度指标变异系数下Fs的

PDF曲线，实线为横观各向异性，虚线为一般旋转各向

异性。由图 11（a）可见，随着Vc的增大，相应的PDF曲

线变得矮胖，并向左偏移，失效概率明显增大。这是由

于在Vc增大的情况下，若摩擦角φ变异系数Vφ保持不

变，则土体的总抗剪强度方差也会增大，安全系数的

方差增大而均值减小。同样地，如图 11（b）所示，随着

Vφ的增大，也出现相同的变化趋势，根本原因与Vc变

化时的原因一致。

按照这一趋势，当Vφ增大时，边坡的可靠度会降

低，即Vφ=0.15时的可靠度低于Vφ=0.10时的可靠度。

而在图 15（b）中，对于一般旋转各向异性的情况，Vφ=

0.10的曲线和在横观各向异性情况下的Vφ=0.15的曲

线基本重合。因此，如果只考虑横观各向异性的空间

变异性而未考虑一般旋转各向异性的空间变异性，可

能会高估桩加固边坡的可靠度水平。

在离散滑移面迭代生成过程中，向量 Pi+1Pi与点

Pi的速度 vi的夹角等于该点处土体的内摩擦角。均质

边坡与空间变异边坡滑移面对比如图12所示。

由图 12 可见，均质边坡内摩擦角为 10°，空间变

异边坡内摩擦角均值虽同为 10°，但由于其随空间位

图12　均质边坡与空间变异边坡滑移面对比

 Fig. 12　Sliding surface comparison for homogeneous and 
spatially variable slope
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图10　不同波动尺度下关于Fs的概率密度函数曲线

Fig. 10　PDF curves about Fs at different wave scales
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函数曲线

Fig. 11　PDF curves of Fs under different coefficient of 
variation of soil strength index
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置的变动呈现随机波动特性，滑移面轨迹有所偏移且

不光滑。值得注意的是，在不同的随机场中，滑移面的

分布也具有随机性，这充分体现了内摩擦角空间变异

性对滑移面形状具有显著影响。不同内摩擦角变异系

数条件下边坡临界滑移面分布如图13所示。

由图 13可见，随着内摩擦角的变异系数Vφ增大，

边坡临界滑移面的分布会更加离散。这表明，当土体Vφ
值较大时，为确保边坡的稳定性，需要再增加抗滑桩的

埋置深度。

3.3　互相关系数的影响

在自然界中，土体的黏聚力和摩擦角具有一定相

关性。为表征土体强度参数之间的相关性，常采用互

相关系数ρcφ进行量化。Lumb[38]提供了一系列测量的

互相关系数数据，指出在实际土体中，互相关系数为

负数的情况所占比例更多，例如，Yucemen[39]给出互相

关系数的变化范围为−0.49～−0.24。另外，Wolff[40]在

土体固结排水试验中得出的互相关系数为0.25。图14

展示了当桩位 Xf/Lx=0.6 时失效概率 Pf随互相关系数

变化的关系。其中，其他土体参数参考表1。

从图14中可以发现，Pf随着ρc,φ的增大而增大。在

互相关系数相同的情况下，横观各向异性边坡比一般

旋转各向异性边坡更可靠。

3.4　抗滑桩安装位置的影响

桩的安装位置是影响加固效果的重要设计参数。

不同波动尺度、不同土体强度指标变异系数下桩的位

置 Xf/Lx与失效概率 Pf之间的关系分别如图 15、16 所

示，图 15、16中，实线为横观各向异性，虚线为一般旋

转各向异性。

对于横观各向异性随机场，随着桩位布置高度的

提升，Pf先降低，而后略有增加。对于一般旋转各向异

性随机场，随着桩位布置高度的提升，Pf则基本呈现下

降趋势，但存在一个例外情况，在图 16（a）中，当摩擦

角变异系数较小时，Pf也表现出先降低后略有增加的

趋势。

从Pf的最小值所对应的桩位可以看出，在一般旋

转各向异性情况下，最安全桩位更靠近坡顶。在进行

空间变异性桩加固边坡的设计时，如果仅仅考虑随机

场参数，而忽视各向异性对设计的影响，那么可能会

给抗滑桩安装位置的设计带来风险。

图13　不同内摩擦角变异系数条件下边坡临界滑移面分布

Fig. 13　Distribution of critical sliding surface of slope un‐
der different coefficients of variation of internal 
friction angles
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图14　黏聚力和摩擦角的互相关系数对失效概率的影响

Fig. 14　Effect of ρc,φ between cohesion and friction angle 
on the failure probability
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Fig. 15　Effect of Xf/Lx on the failure probability at differ‐
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4　结    论

为了在抗滑桩加固边坡稳定性分析中考虑土体

的空间变异性，本文采用了前人提出的上限分析离散

机构方法，并将其与乔列斯基分解法相结合来展开随

机场。这种方法在生成速度间断面时能考虑土体内摩

擦角随空间改变的影响，并同时考虑了两种典型的空

间各向异性情况。在进行边坡可靠度分析时，得到了

边坡稳定性与土体强度、空间变异性和抗滑桩安装位

置之间的关系。主要结论如下：

1）土体空间变异性的3个参数（波动范围、互相关

系数和变异系数）对桩加固边坡稳定性的影响显著。

在两种典型的旋转各向异性随机场中，Pf都随这 3个

参数的增大而增大。土体强度的波动尺度和变异系数

越小，得到的Fs值离散性越小。此外，最小波动尺度对

Fs分布的影响大于最大波动尺度，Vc的影响比 Vφ更

显著。

2）桩体设计参数Xf/Lx对桩加固边坡的Pf有较大

的影响。将桩安装在适当位置可以有效地提高桩对边

坡的承载力。虽然最优的桩体位置受空间变异性参数

的影响较小，但是在两种典型各向异性随机场中，最

优桩体位置却出现明显不同。特别是在一般旋转各向

异性的情况下，实际工程中采取Xf/Lx=0.6的桩位可能

会带来风险。
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Upper-bound Analysis of Slope Reliability Considering Anisotropic Spatial Variability and 

Reinforcement with Anti-slide Piles
ZHAO Zihao1,2,3， WANG Jiarui1， FU Taotao1， ZHU Enlin1

(1.School of Civil Engineering, Shenyang Jianzhu University, Shenyang 110168, China;

2.Key Laboratory of Ministry of Education for Geomechanics and Embankement Engineering (Hohai University), Nanjing 210098, China;

3.Jiangsu Research Center for Geotechnical Engineering Technology, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: 

Objective Accurately assessing the probability of slope failure induced by the anisotropic spatial variability of soil is crucial for slope reinforce‐

ment and risk evaluation. A current limitation in existing research is the insufficient discussion of the reinforcement effects of anti-slide piles and 

limit analysis under anisotropic random fields. This study introduces the discrete mechanism of limit analysis into general rotational anisotropic 

random fields and employs the upper-bound analysis method to evaluate slope reliability.

Methods Firstly, the random field was generated using the Cholesky decomposition method. The autocorrelation function was transformed 

through a coordinate system conversion before the decomposition of the autocorrelation coefficient matrix to ensure that the random field demon‐

strated general rotational anisotropy. This procedure generated representative random fields for the soil strength parameters c and φ, which exhib‐

ited transverse isotropy and general rotational anisotropy, respectively. Then, the discrete mechanism upper-bound analysis theory was employed 

to generate velocity discontinuity surfaces in spatially variable soils, which rigorously satisfied the associated flow rule in plasticity mechanics. 

Specifically, at any spatial location, the angle between the tangential velocity along the velocity discontinuity surface and the actual velocity 

equaled the soil’s internal friction angle. Next, to evaluate the reinforcement effect of anti-slide piles, the elastic-plastic analysis theory was ap‐

plied to determine the ultimate lateral soil pressure acting on the piles. Assuming a linear distribution of lateral soil pressure along the piles, an en‐

ergy balance equation was established for the slope reinforced with anti-slide piles. Finally, the strength reduction method was employed to calcu‐

late the safety factor at the critical state of slope failure. The influences of fluctuation scales, coefficients of variation, and correlation coefficients 

on the reliability of slopes reinforced with anti-slide piles were compared for the two types of anisotropic spatial variability random fields.

Results and Discussions The verification of the calculation for the homogeneous pile-reinforced slope was conducted by setting all unit grid pa‐

rameters of the random field to equal values, simulating a homogeneous condition. The safety factors for Examples 1 and 2 were calculated as 

1.63 and 1.46, respectively, with an average error of 1.8% in the verification results. For the anisotropic spatially variable slope, the error in the 

failure probability was on the order of 10−3. In addition, the variation trends of the failure probability for the anisotropic random field based on co‐

ordinate transformation remained consistent regardless of the differences between the minimum and maximum fluctuation angles. When analyz‐

ing the influence of fluctuation scales, the probability density function (PDF) curves of the safety factor became higher and narrower as the mini‐

mum fluctuation scale decreased. The influence of the minimum fluctuation scale on the PDF curve was more significant than that of the maxi‐

mum fluctuation scale. As the minimum and maximum fluctuation scales increased, the PDF curves for general rotational anisotropy exhibited a 

greater tendency to become shorter and wider compared to those for transverse anisotropy. Regarding the influence of the coefficient of variation, 
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as Vc and Vφ increased, the corresponding PDF curves became shorter and wider while shifting to the left, resulting in a significant increase in fail‐

ure probability. As the coefficient of variation of the internal friction angle (Vφ) increased, the distribution of the critical sliding surface of the 

slope became more dispersed. This result indicated that when the soil’s Vφ value was high, ensuring slope stability could require increasing the 

burial depth of the anti-slide piles. Regarding the influence of the cross-correlation coefficient, the failure probability (Pf) increased as ρc,φ in‐

creased. Under identical cross-correlation coefficients, transverse anisotropic slopes exhibited greater reliability than general rotational anisotro‐

pic slopes. Regarding the installation position of the anti-slide piles, for transverse anisotropic random fields, Pf initially decreased as the height 

of the pile arrangement increased, before slightly increasing. For general rotational anisotropic random fields, Pf generally decreased as the height 

of the pile arrangement increased. The failure probability of the general rotational anisotropic spatially variable pile-reinforced slope was higher 

than that of the transverse anisotropic pile-reinforced slope. The optimal pile position Xf/Lx (the ratio of the distance from the pile installation posi‐

tion to the toe of the slope to the distance from the top of the slope to the toe of the slope) for the general rotational anisotropic spatially variable 

pile-reinforced slope approached 0.8. In contrast, for the transverse anisotropic pile-reinforced slope, it ranged between 0.6 and 0.7. When design‐

ing spatially variable pile-reinforced slopes, neglecting the influence of anisotropy on design parameters can lead to risks in determining the anti-

slide pile installation position.

Conclusions The results demonstrate that the optimal pile position is relatively insensitive to spatial variability parameters. However, a signifi‐

cant difference in the optimal pile position is observed between the two typical anisotropic random fields. In particular, under general rotational 

anisotropy conditions, the use of the Xf/Lx=0.6 pile position in practical engineering can pose potential risks. In addition, the internal friction 

angle of soil shows more significant fluctuations in spatial distribution. When the slope becomes unstable, the slip surface distribution tends to be‐

come more discrete and deeper. Therefore, increasing the embedding depth of anti-slide piles in engineering projects is essential to improve the re‐

liability of slope stability.
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