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摘  要：在当前的大数据时代，数据处理至关重要。代价敏感学习是机器学习、数据挖掘等领域研究

热点之一，而测试代价是一种重要的代价，数据处理往往要考虑到测试代价。但是，目前较少有基于测

试代价去考虑区间值数据的属性约简。针对该情况，讨论了区间值决策表中测试代价敏感的属性约简

问题，创建了相应的粗糙集理论模型，提出了测试代价相关的加权属性重要度函数，并设计了测试代

价敏感属性约简的回溯算法和启发式算法。最后在多个 UCI 数据集上进行实验，检验了所提出算法的

有效性。该算法相较于现有的两个属性约简算法，在降低总测试代价方面具有显著的优势。回溯算法

总是可以得到最优约简，而启发式算法能较高效率地得到最优或次优的约简。
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Abstract：In the current era of big data，data processing is very critical. Cost sensitive learning is one of the 
current research hot spots in machine learning，data mining and other fields. Test cost is an important type 
of cost，and data processing often needs to take test costs into account. However，there are few attribute 
reduction methods that consider interval-valued data based on test costs. In response to this situation，this 
paper discusses the problem of test-cost-sensitive attribute reduction in interval-valued decision tables，
creates a corresponding rough set theory model，presents a test-cost-related weighted attribute significance 
function，and designs a backtracking algorithm and a heuristic algorithm for test-cost-sensitive attribute 
reduction. Finally，experiments are conducted on multiple UCI datasets to verify the effectiveness of the pro-
posed algorithms. Compared with the two existing attribute reduction algorithms，the proposed algorithms 
have great advantages in reducing the total test cost. The backtracking algorithm can always obtain the 
optimal reduction，and the heuristic algorithm can obtain the optimal or sub-optimal reduction efficiently.
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0  0  引言引言

在当前的大数据时代，面对复杂的海量数据，数在当前的大数据时代，面对复杂的海量数据，数

据处理变得非常重要。粗糙集是一种刻画不完整和不据处理变得非常重要。粗糙集是一种刻画不完整和不

确定性问题的数学工具，可以有效地对数据进行分确定性问题的数学工具，可以有效地对数据进行分

析和处理析和处理［［11］］。属性约简是粗糙集研究的重要内容，。属性约简是粗糙集研究的重要内容，

其核心思想是在保持原始数据特性不变的前提下，其核心思想是在保持原始数据特性不变的前提下，

选择必要的属性和删除冗余的属性。区间值是一种选择必要的属性和删除冗余的属性。区间值是一种

重要的数据，人们在描述和理解某些数据时，主观重要的数据，人们在描述和理解某些数据时，主观

上更倾向于一个区间范围，而不是一个确定的数。区上更倾向于一个区间范围，而不是一个确定的数。区

间数在现实生活中应用较为广泛，研究区间值数据间数在现实生活中应用较为广泛，研究区间值数据

的属性约简问题具有重要意义。对于区间值数据的的属性约简问题具有重要意义。对于区间值数据的

属性约简问题，学者们也取得了诸多的成果属性约简问题，学者们也取得了诸多的成果［［2-172-17］］。。

例如，郭庆等例如，郭庆等［［33］］通过计算得到相似度矩阵和等价矩通过计算得到相似度矩阵和等价矩

阵，并在区间值的信息系统中进行约简；阵，并在区间值的信息系统中进行约简；DuDu 等等［［44］］研研

究了不一致区间有序决策表中的属性约简方法，提究了不一致区间有序决策表中的属性约简方法，提

出近似分布约简的概念，并运用辨识矩阵方法列举出近似分布约简的概念，并运用辨识矩阵方法列举

所有相关约简；所有相关约简；DaiDai 等等［［88］］提出一种基于概率分布的提出一种基于概率分布的

优势关系，在这种关系下创建区间值决策信息系统优势关系，在这种关系下创建区间值决策信息系统

中的粗糙集模型，并进行属性约简；中的粗糙集模型，并进行属性约简；ShuShu 等等［［99］］在不在不

确定度量下研究有缺失值的区间值数据的属性约简确定度量下研究有缺失值的区间值数据的属性约简

问题，并提出有效的属性约简算法；鲍迪等问题，并提出有效的属性约简算法；鲍迪等［［1313］］在区在区

间值决策系统中提到单增量和组增量，并给出相关间值决策系统中提到单增量和组增量，并给出相关

的约简算法。总地来说，这些已有的对区间值数据的的约简算法。总地来说，这些已有的对区间值数据的

属性约简方法主要是在非代价敏感环境下进行的，属性约简方法主要是在非代价敏感环境下进行的，

很少考虑到代价因素。很少考虑到代价因素。

代价敏感学习是数据挖掘和机器学习等领域中代价敏感学习是数据挖掘和机器学习等领域中

极具研讨性的问题之一极具研讨性的问题之一［［1818］］，其研究在近十几年来取，其研究在近十几年来取

得重要进展。它是指建立数据挖掘或机器学习模型得重要进展。它是指建立数据挖掘或机器学习模型

时，以获得最少的代价函数值为目标。代价一般可以时，以获得最少的代价函数值为目标。代价一般可以

分为测试代价和分类代价等，其中测试代价是指为分为测试代价和分类代价等，其中测试代价是指为

获取数据值而消耗的时间、钱财，储存数据所需要获取数据值而消耗的时间、钱财，储存数据所需要

的贮存容量和传递数据而耗费的带宽等，通常在获的贮存容量和传递数据而耗费的带宽等，通常在获

取和测试数据过程中都会产生测试代价。因此在现取和测试数据过程中都会产生测试代价。因此在现

实应用中，也需要关注数据的测试代价。只有在属性实应用中，也需要关注数据的测试代价。只有在属性

约简过程中考虑到测试代价，算法才能更适应实际约简过程中考虑到测试代价，算法才能更适应实际

问题问题［［1919］］。。MinMin 等等［［2020］］对名词型数据的测试代价敏感对名词型数据的测试代价敏感

属性约简问题进行了研究，之后一系列相关工作随属性约简问题进行了研究，之后一系列相关工作随

之展开之展开［［21-3021-30］］。例如，。例如，MinMin 等等［［2121］］进一步研究了数值进一步研究了数值

型数据的测试代价敏感属性约简问题，提出了相应型数据的测试代价敏感属性约简问题，提出了相应

的回溯算法和启发式算法；鞠恒荣等的回溯算法和启发式算法；鞠恒荣等［［2323］］为了解决在为了解决在

不完备信息系统中涉及测试代价的属性约简问题，不完备信息系统中涉及测试代价的属性约简问题，

在可变精度分类粗糙集模型中考虑了测试代价，给在可变精度分类粗糙集模型中考虑了测试代价，给

出新的启发式约简算法；刘偲等出新的启发式约简算法；刘偲等［［2626］］在传统正区域约在传统正区域约

简中考虑到测试代价，采用模拟退火算法得到测试简中考虑到测试代价，采用模拟退火算法得到测试

代价总和最少的正区域约简结果；吴迪等代价总和最少的正区域约简结果；吴迪等［［2929］］研究了研究了

多尺度决策系统中测试代价敏感的属性与尺度同步多尺度决策系统中测试代价敏感的属性与尺度同步

选择，基于测试代价给出属性选择，基于测试代价给出属性 −− 尺度重要度函数，并尺度重要度函数，并

提出属性与尺度同步选择的启发式算法。提出属性与尺度同步选择的启发式算法。LuLu 等等［［3030］］

采用区间值形式来表示测试费用的可能范围，用区采用区间值形式来表示测试费用的可能范围，用区

间排序方法构建了区间值型测试代价敏感的属性约间排序方法构建了区间值型测试代价敏感的属性约

简的理论模型，建立了一个与风险态度相关的优化简的理论模型，建立了一个与风险态度相关的优化

问题，并设计回溯算法和启发式算法来处理该优化问题，并设计回溯算法和启发式算法来处理该优化

问题。总地来说，目前对测试代价敏感属性约简的问题。总地来说，目前对测试代价敏感属性约简的

研究中，有针对数值型数据的，也有针对名词型数据研究中，有针对数值型数据的，也有针对名词型数据

的，但是较少涉及区间值数据。的，但是较少涉及区间值数据。

针对这一现象，本文在区间值决策表中考虑测针对这一现象，本文在区间值决策表中考虑测

试代价敏感的属性约简。首先，创建了相应的粗糙集试代价敏感的属性约简。首先，创建了相应的粗糙集

理论模型，并基于测试代价构建了加权的属性重要理论模型，并基于测试代价构建了加权的属性重要

度函数。其次，在区间值决策表中提出了基于测试代度函数。其次，在区间值决策表中提出了基于测试代

价的属性约简算法，包括回溯算法和启发式算法。最价的属性约简算法，包括回溯算法和启发式算法。最

后，通过在数个后，通过在数个 UCIUCI 数据集上进行实验，对两种算数据集上进行实验，对两种算

法的有效性进行了验证，并与两个相关算法进行了法的有效性进行了验证，并与两个相关算法进行了

比较。实验结果表明，相较于两个对比算法，本文算比较。实验结果表明，相较于两个对比算法，本文算

法可以很大程度地降低总测试代价，并且本文算法法可以很大程度地降低总测试代价，并且本文算法

也具有较高的计算效率。也具有较高的计算效率。

1  1  理论模型理论模型

首先回顾关于区间值决策表的一些粗糙集理论首先回顾关于区间值决策表的一些粗糙集理论

知识；其次，提出不一致对象等相关定义，并探究它知识；其次，提出不一致对象等相关定义，并探究它

们的性质；最后，在区间值决策表中讨论测试代价们的性质；最后，在区间值决策表中讨论测试代价

敏感的属性约简的理论知识。敏感的属性约简的理论知识。

定义定义 11［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV==｛｛VVaa|a|a∈∈CC∪∪DD｝，｝，

II==｛｛IIaa||aa∈∈CC∪∪DD｝）为一个区间值决策表，其中｝）为一个区间值决策表，其中 UU==

｛｛xx11，，xx22，…，，…，xx ||UU ||｝是非空有限对象的集合，｝是非空有限对象的集合，CC==｛｛aa11，，

aa22，…，，…，aamm｝为条件属性集，｝为条件属性集，DD 为决策属性集，为决策属性集，VVaa 是是

属性属性 aa 的值域，的值域，IIaa：：UU→→VVaa。。

如表如表 11 所示，列举一个区间值决策表的例子。所示，列举一个区间值决策表的例子。
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表 1   一个区间值决策表［31］

Table 1    An interval-valued decision table［31］

x a1 a2 a3 D

x1 ［22.5，35.5］ ［0，2］ ［0.15，0.3］ 1
x2 ［19，32］ ［0.6，3.2］ ［0.15，0.24］ 1
x3 ［25.5，63］ ［0.84，4.97］ ［0.14，0.22］ 1
x4 ［19.2，31］ ［0.14，7］ ［0.09，0.17］ 2
x5 ［13.7，25］ ［1，15］ ［0.05，0.28］ 2
x6 ［13，20.5］ ［0，0.4］ ［0，0］ 2

定义定义 22［［22］］    给定两个区间数给定两个区间数 II11==［［ll11，，rr11］和］和 II22==

［［ll22，，rr22］，定义］，定义 II11 大于大于 II22 的概率为的概率为

PP1212==minmin｛｛11，，maxmax｛｛ r1 − − l2
（r1 − − l1）+（r2 − − l2）

  ，，00｝｝｝｝。。（（11））

根据这一度量，给定根据这一度量，给定 II11 和和 II22 之间的相似性度之间的相似性度

量，即量，即

ss（（II11，，II22））=1−=1−||PP12 12 − − PP2121||  ，，                                      （（22））
则可以得到相应的邻域。则可以得到相应的邻域。

定 义定 义 33［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间）为一个区间

值 决 策 表，值 决 策 表，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，则］，则 ∀∀xx∈∈UU 关于关于 BB 和和 δδ

的邻域为的邻域为

N N δδBB（（xx））==｛｛yy∈∈UU：：ssaa（（xx，，yy）≥）≥  δδ，，∀∀aa∈∈BB｝，｝，        （（33））

其中其中 ssaa（（xx，，yy）与公式（）与公式（22）中的含义相同，）中的含义相同，δδ∈∈（（00，，11］被］被

称为相似水平。称为相似水平。

区间值决策表中一些重要的粗糙集概念如下。区间值决策表中一些重要的粗糙集概念如下。

定义定义 44［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值）为一个区间值

决策表，决策表，UU//DD==｛｛DD11，，DD22，…，，…，DDmm｝，｝，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，］，

DDjj∈∈UU//DD，则，则 DDii 关于关于 BB 和和 δδ 有以下上近似和下近似的有以下上近似和下近似的

定义为定义为

（（DDii））==｛｛xx∈∈UU：：NNδδ
BB（（xx））∩∩DDii≠≠∅∅｝，  ｝，    （（44））

（（DDii））==｛｛xx∈∈UU：：NNδδ
BB（（xx））⊆⊆DDii｝，｝，            （（55））

其中其中 jj=1=1，，22，…，，…，mm。。

定义定义 55［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值）为一个区间值

决策表，决策表，UU//DD==｛｛DD11，，DD22，…，，…，DDmm｝，｝，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，］，

则则 DD 关于关于 BB 和和 δδ 的上、下近似为的上、下近似为

（（DD））==UUmm
i=i=11  （（DDii），），                        （（66））

（（DD））==UUmm
i=i=11  （（DDii）。）。                        （（77））

定义正区域为定义正区域为

POSPOSδδ
BB（（DD））== （（DD）。）。                          （（88））

边界区域为边界区域为

BRBRδδ
BB（（DD））== （（DD））−− （（DD）。）。            （（99））

这些概念的关系如下：这些概念的关系如下：

（（11） ） （（DD））==UU；；
（（22） ） POSPOSδδ

BB（（DD））∩BR∩BRδδ
BB（（DD）＝）＝∅∅；；

（（33） ） POSPOSδδ
BB（（DD）∪）∪BRBRδδ

BB（（DD）＝）＝ UU。。

通过这些关系可以得到通过这些关系可以得到

BRBRδδ
BB（（DD））==U U − POS− POSδδ

BB（（DD）。）。                （（1010））
事实上，正区域中对象的邻域可以区分为一类，事实上，正区域中对象的邻域可以区分为一类，

而边界区域中对象的邻域区分为两类或者更多类，而边界区域中对象的邻域区分为两类或者更多类，

也就是说，后者的邻域中存在决策值不同的对象，由也就是说，后者的邻域中存在决策值不同的对象，由

此提出下面这个定义。此提出下面这个定义。

定义定义 66    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值决）为一个区间值决

策表，策表，xx∈∈UU，，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，对于任意］，对于任意 yy∈∈N N δδBB（（xx），），

若若 DD（（yy））≠≠DD（（xx），则），则 yy 被称为一个不一致对象，不一致被称为一个不一致对象，不一致

对象的集合为对象的集合为

icicδδ
BB（（xx））==｛｛yy∈∈NNδδ

BB（（xx））||DD（（yy））≠≠DD（（xx）｝。）｝。      （（1111））
其中不一致对象的数量为其中不一致对象的数量为 |ic|icδδ

BB（（xx））||。。
定义定义 77［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值决）为一个区间值决

策表，策表，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，］，DD 关于关于 BB 和和 δδ 的分类质量为的分类质量为

γγδδ
BB（（DD））=|POS=|POSδδ

BB（（DD））|/||/|UU||。。                          （（1212））
因为因为 POSPOSδδ

BB（（DD））⊆⊆UU，，则有则有 γγδδ
BB（（DD））∈∈（（00，，11］，而当］，而当 γγδδ

BB

（（DD））=1=1 时，则称时，则称 DD 完全依赖于完全依赖于 BB。。

例例 11    设区间值决策表如表设区间值决策表如表 11 所示。可以看出所示。可以看出 UU==
｛｛xx11，，xx22，…，，…，xx66｝，｝，CC==｛｛aa11，，aa22，，aa33｝，则依 据决 策属｝，则依 据决 策属

性集对论域性集对论域 UU 进行划分，分为进行划分，分为 UU//DD==｛｛xx11，，xx22｝，｝，XX11==
｛｛xx11，，xx22，，xx33｝，｝，XX22==｛｛xx44，，xx55，，xx66｝，令｝，令 δδ=0.65=0.65，依 据定，依 据定

义义 33 计算出对象关于不同属性子集的邻域，表计算出对象关于不同属性子集的邻域，表 22 列列

举了部分结果。举了部分结果。

表表 22      不同测试集上对象的邻域不同测试集上对象的邻域
Table 2    Neighborhoods of objects on different test setsTable 2    Neighborhoods of objects on different test sets

X {a1，a2} {a1，a3} {a2，a3}

x1 {x1，x3，x5，x6} {x1，x3，x6} {x1，x3，x4，x6}
x2 {x2，x3，x5，x6} {x2，x6} {x2，x4，x6}
x3 {x1，x2，x3，x4，x5，x6} {x1，x3，x4，x6} {x1，x3，x4，x6}
x4 {x3，x4，x6} {x3，x4，x6} {x1，x2，x3，x4，x6}
x5 {x1，x2，x3，x5} {x5} {x5，x6}

x6 {x1，x2，x3，x4，x6}
{x1，x2，x3，x4，

x6}
{x1，x2，x3，x4，x5，

x6}

同样地，根据定义同样地，根据定义 66 可以得到不同测试集上不可以得到不同测试集上不

一致对象的集合，表一致对象的集合，表 33 列举了部分结果。列举了部分结果。

表表 33      不同测试集上的不一致对象集不同测试集上的不一致对象集
Table 3    Inconsistent object sets on different test setsTable 3    Inconsistent object sets on different test sets

X {a1，a2} {a1，a3} {a2，a3}

x1 {x5，x6} {x6} {x4，x6}

x2 {x5，x6} {x6} {x4，x6}

x3 {x4，x5，x6} {x4，x6} {x4，x6}

x4 {x3} {x3} {x1，x2，x3}

x5 {x1，x2，x3} ∅ ∅
x6 {x1，x2，x3} {x1，x2，x3} {x1，x2，x3}
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再根据定义再根据定义 44 可以得到不同测试集上对象子集可以得到不同测试集上对象子集 的近似集，表的近似集，表 44 列举了相应的结果。列举了相应的结果。

表表 44      不同测试集上对象子集的近似集不同测试集上对象子集的近似集
Table 4    Approximate sets of object subsets on different test setsTable 4    Approximate sets of object subsets on different test sets

近似集
B

X {a1，a2} {a1，a3} {a2，a3}

R R δδBB
——

（（XX））
X1 ∅ ∅ ∅

X2 ∅ {x5} {x5}

——
R R δδBB（（XX））

X1 {x1，x2，x3，x4，x5，x6} {x1，x2，x3，x4，x6} {x1，x2，x3，x4，x6}

X2 {x1，x2，x3，x4，x5，x6} {x1，x2，x3，x4，x5，x6} {x1，x2，x3，x4，x5，x6}

从表从表 44 中可以得出，在不同测试集上，决策属中可以得出，在不同测试集上，决策属

性集性集 DD 关于条件属性子集关于条件属性子集 BB 和相似水平和相似水平 δδ 的正区的正区

域和边界区域以及分类质量分别为域和边界区域以及分类质量分别为 POSPOS （（DD））==

∅∅，，POSPOS （（DD））==｛｛xx55｝，｝，POSPOS （（DD））==｛｛xx55｝，｝，

BRBR （（DD））==UU，，BRBR （（DD））=BR=BR （（DD））==｛｛xx11，，

xx22，，xx33，，xx44，，xx66｝，｝，γγ （（DD））=0=0，，γγ （（DD））==γγ

（（DD））= = 16  。。

例例 11 表明了以上所涉及的概念之间的关系，不表明了以上所涉及的概念之间的关系，不

难得到以下性质。难得到以下性质。

性质性质 88    全集全集 UU 中所有不一致对象集的并集为中所有不一致对象集的并集为

边界区域，即边界区域，即

BRBRδδ
BB（（DD））==UUxx∈∈UUicicδδ

BB（（xx）。）。                                （（1313））
设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值决策表，）为一个区间值决策表，

BB⊆⊆CC，则关于，则关于 POSPOSCC（（DD）的不一致对象总数可表示为）的不一致对象总数可表示为

pcpcBB（（SS））= = ∑∑xx∈∈POSPOSCC（（DD））|ic|icBB（（xx））| | 。。                      （（1414））

约简是粗糙集中的基本概念，文献［约简是粗糙集中的基本概念，文献［22］中给出了］中给出了

区间值决策表中约简的定义如下。区间值决策表中约简的定义如下。

定 义定 义 99［［22］］    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间）为一个区间

值决策表，值决策表，BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，如果］，如果 BB 满足以下两个满足以下两个

条件，则称条件，则称 BB 为一个约简。为一个约简。

（（11） ） POSPOSδδ
BB（（DD））=POS=POSδδ

CC（（DD）；）；

（（22） ） POSPOSδδ
BB －－｛｛aa｝｝（（DD））≠POS≠POSδδ

CC（（DD），），∀∀aa∈∈BB。。

条件（条件（11）为充分条件，说明属性子集）为充分条件，说明属性子集 BB 和属性和属性

全集全集 CC 具有一样的分辨能力，此时，具有一样的分辨能力，此时，BB 是一个超级是一个超级

约简；条件（约简；条件（22）为必要条件，表明）为必要条件，表明 BB 中每个属性对于中每个属性对于

保持分辨能力都不可缺少。并且可以知道，保持分辨能力都不可缺少。并且可以知道，∀∀BB⊆⊆CC，，

xx∈∈POSPOSδδ
BB（（DD）当且仅当）当且仅当 icicδδ

BB（（xx））==∅∅。由此能够得到下面。由此能够得到下面

的定义。的定义。

定 义定 义 1010    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值）为一个区间值

决策表，当决策表，当 BB⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，满足以下条件时，］，满足以下条件时，BB 为为

一个约简。一个约简。

（（11） ） ∀∀xx∈∈POSPOSδδ
CC（（DD），），icicδδ

BB（（xx））==∅∅；；

（（22） ） ∀∀aa∈∈BB，，∃∃xx∈∈POSPOSδδ
CC（（DD），），s.t. ics.t. icδδ

BB（（xx））≠≠∅∅。。

其中，当第一个条件满足的时候，其中，当第一个条件满足的时候，BB 是一个超级约是一个超级约

简，第二个条件表明简，第二个条件表明 BB 中每个属性对于保持分辨能中每个属性对于保持分辨能

力都不可缺少。还可以得到下面这个定理。力都不可缺少。还可以得到下面这个定理。

定理定理 1111    设设 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值）为一个区间值

决 策 表，决 策 表，BB⊊⊊CC，，aa∈∈CC−−BB，，δδ∈∈（（00，，11］，如 果］，如 果∀∀xx∈∈POSPOSδδ
CC

（（DD））− POS− POSδδ
BB（（DD），），icicδδ

BB（（xx））=ic=icδδ
BB∪｛∪｛aa｝｝（（xx）， 则）， 则 ∀∀BB ''， 当， 当

BB∪｛∪｛aa｝｝⊆⊆BB ''⊆⊆CC 时，时，BB ''不是一个约简。不是一个约简。

证 明证 明    给 定给 定 BB '' 满 足满 足 BB∪｛∪｛aa｝｝⊆⊆BB ''⊆⊆CC，当，当 POSPOSδδ
BB''

（（DD））≠POS≠POSδδ
CC（（DD）时，）时，BB '' 不是 一 个 约 简。现 在 假 定不是 一 个 约 简。现 在 假 定

POSPOSδδ
BB''（（DD））=POS=POSδδ

CC（（DD），令），令 xx∈∈POSPOSδδ
BB''（（DD），可得），可得 icicδδ

BB''−−｛｛aa｝｝

（（xx））=ic=icδδ
BB ''−−｛｛aa｝｝−B−B（（xx））∩ic∩icδδ

BB（（xx））=ic=icδδ
BB ''−−｛｛aa｝｝−B−B（（xx））∩ic∩icδδ

BB∪｛∪｛aa｝｝

（（xx））=ic=icδδ
BB''（（xx），根据定义），根据定义 1010，得出，得出 BB ''不是约简。不是约简。

根据定义根据定义 66 以及文献［以及文献［32-3332-33］可以得到所介绍］可以得到所介绍

的这些概念的单调性，如以下两个定理所示。的这些概念的单调性，如以下两个定理所示。

定理定理 1212（关于属性子集的单调性）（关于属性子集的单调性）  设  设 SS==（（UU，，

CC，，DD，，VV，，II）为 一 个 区 间 值 决 策 表，）为 一 个 区 间 值 决 策 表，UU//DD==｛｛DD11，，

DD22，…，，…，DDmm｝，｝，XX⊆⊆UU，，BB11⊆⊆BB22⊆⊆CC，，δδ∈∈（（00，，11］，则有］，则有

（（11） ） ∀∀xx∈∈UU，，NN （（xx））⊇⊇NN （（xx），），icic （（xx））⊇⊇icic （（xx）；）；

（（22） ） ∀∀XX⊆⊆UU，， （（XX））⊆⊆ （（XX），）， （（XX））⊇⊇ （（XX）；）；

（（33） ） （（DD））⊆⊆ （（DD），）， （（DD））⊇⊇ （（DD）；）；

（（44） ） POSPOS （（DD））⊆⊆POSPOS （（DD），），γγ （（DD）≤）≤ γγ （（DD）；）；

（（55） ） BRBR （（DD））⊇⊇BRBR （（DD）。）。

定 理定 理 1313（关 于 相 似 水 平 的 单 调 性）（关 于 相 似 水 平 的 单 调 性）   设   设 SS==

（（UU，，CC，，DD，，VV，，II）为一个区间值决策表）为一个区间值决策表 UU//DD==｛｛DD11，，

DD22，…，，…，DDmm｝，｝，XX⊆⊆UU，，BB⊆⊆CC，，δδ11 ≤≤ δδ22，则，则

（（11） ） ∀∀xx∈∈UU，，NN （（xx））⊇⊇NN （（xx），），icic （（xx））⊇⊇icic （（xx）；）；

（（22） ） ∀∀XX⊆⊆UU，， （（XX））⊆⊆ （（XX），）， （（XX））⊇⊇ （（XX）；）；

（（33） ） （（DD））⊆⊆ （（DD），）， （（DD））⊇⊇ （（DD）；）；

（（44） ） POSPOS （（DD））⊆⊆POSPOS （（DD），），γγ （（DD）≤）≤ γγ （（DD）；）；
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（（55） ） BRBR （（DD））⊇⊇BRBR （（DD）。）。

前面提到的区间值决策表的相关知识中没有考前面提到的区间值决策表的相关知识中没有考

虑到测试代价，而虑到测试代价，而 MinMin 等等［［2020］］定义了测试代价敏感的定义了测试代价敏感的

属性约简问题，给出下面的定义。属性约简问题，给出下面的定义。

定 义定 义 1414［［2020］］    称称 SS==（（UU，，CC，，DD，，VV，，II，，tctc）为一个）为一个

测试代价敏感的决策表，其中，测试代价敏感的决策表，其中，UU，，CC，，DD，，VV，，II 如定如定

义义 11 中所示，中所示，tctc 为测试代价向量，而向量中的元素为测试代价向量，而向量中的元素 tctc

（（aa）就为属性）就为属性 aa 的测试代价。的测试代价。

如表如表 55 所示，列举一个测试代价向量的例子。所示，列举一个测试代价向量的例子。

表表 55      测试代价向量测试代价向量
Table 5    Test cost vectorTable 5    Test cost vector

a a1 a2 a3

tc $2 $14 $40

一个区间值决策表和相应的测试代价向量就组一个区间值决策表和相应的测试代价向量就组

成一个测试代价敏感的区间值决策表。成一个测试代价敏感的区间值决策表。

令令 TTCTTC（（RR）表示属性子集）表示属性子集 RR 对应的总测试代价对应的总测试代价

（（total test costtotal test cost，简写为，简写为 TTCTTC）。）。

TTCTTC（（BB））==  tc tc（（aaii）。）。                                （（1515））

定义定义 λλ 加权的属性重要度函数为加权的属性重要度函数为

sigsig（（BB，，aa，，tctc（（aa））））==
（（|pc|pcBB（（SS））|−|pc|−|pcBB∪∪｛｛aa｝｝（（SS））||）［）［tctc（（aa）］）］λλ，    （，    （1616））

其中其中 pcpcBB（（SS）如公式（）如公式（1414）所示，）所示，tctc（（aa）为属性）为属性 aa 的测的测

试代价，试代价，λλ ≤≤ 00 是一个用户指定的参数，当是一个用户指定的参数，当 λλ=0=0 时，时，

测试费用本质上可以不去考虑，当测试费用本质上可以不去考虑，当 λλ<<00 时，测试代价时，测试代价

较低具有较大意义。使用较低具有较大意义。使用 λλ 加权的属性重要度函数，加权的属性重要度函数，

使得属性约简比较倾向于选中分辨能力较大且测试使得属性约简比较倾向于选中分辨能力较大且测试

代价较小的属性。代价较小的属性。

2  2  算法设计和评价指标算法设计和评价指标

针对区间值决策表的测试代价敏感属性约简问针对区间值决策表的测试代价敏感属性约简问

题，设计回溯算法和启发式算法两种算法，并介绍题，设计回溯算法和启发式算法两种算法，并介绍

算法的多个评判指标和启发式算法的竞争策略。算法的多个评判指标和启发式算法的竞争策略。

2.1  2.1  算法设计算法设计

算法算法 11 和算法和算法 22 分别显示了回溯算法和启发式分别显示了回溯算法和启发式

算法的框架。算法的框架。

算法算法 11 为回溯算法，算法开始之前先初始化几为回溯算法，算法开始之前先初始化几

个全集变量个全集变量 BB==∅∅，，RR==CC，，ll=0=0，，UU '=POS'=POSδδ
CC（（DD）。）。

第一步，判断属性第一步，判断属性 aaii 的测试代价是否过高，过高的测试代价是否过高，过高

时就进行剪枝，如算法时就进行剪枝，如算法 11 的第的第 22 行到第行到第 44 行所示。行所示。

第二步，根据第二步，根据 UU '' 中每个对象关于属性子集中每个对象关于属性子集 BB∪∪

｛｛aaii｝的不一致对象集的情况，计算当前的边界对象集｝的不一致对象集的情况，计算当前的边界对象集

BRBRδδ
BB∪∪ （（DD），如算法），如算法 11 的第的第 55 行到第行到第 1414 行所示。行所示。

第三步，判断添加属性后第三步，判断添加属性后 aaii 是否使不一致对象是否使不一致对象

减少。如果没有减少则进行剪枝，如果减少则继续判减少。如果没有减少则进行剪枝，如果减少则继续判

断断 BB∪｛∪｛aaii｝是否是超级约简。如果｝是否是超级约简。如果 BB∪｛∪｛aaii｝相应的｝相应的

边界对象集为空集，则得到一个超级约简，再进行下边界对象集为空集，则得到一个超级约简，再进行下

一层回溯，如算法一层回溯，如算法 11 的第的第 1515 行到第行到第 2424 行所示。行所示。

算法算法 11：：回溯约简算法回溯约简算法

输入：测试代价敏感的区间值决策表输入：测试代价敏感的区间值决策表 SS==（（UU，，CC，，

DD，，VV，，II，，tctc）选择的测试属性集）选择的测试属性集 BB，上一层的边界对象，上一层的边界对象

集集 UU ''，当前层的属性指标下界，当前层的属性指标下界 ll。。
输出：一个最优约简输出：一个最优约简 RR。。

11：：forfor（（i=li=l；；i<|C|i<|C|；；i++i++））dodo
22：：    iiff（（tctc（（BB∪｛∪｛aaii｝）≥｝）≥ tctc（（RR））））thenthen
33：：    continue    continue；；/*/* 剪枝，摒弃测试代价过高的属剪枝，摒弃测试代价过高的属

性性 */*/
44：：  end if  end if
55：：  lessInconsistent=false  lessInconsistent=false；；
66：： BR BRδδ

BB∪∪ （（DD））==∅∅；；/*BR/*BRδδ
BB∪∪ （（DD）为当前的边）为当前的边

界对象集界对象集 */*/
77： ： forfor（（eacheach x x∈∈UU ''））dodo
88：  ：  ifif（（icicδδ

BB∪∪ （（xx））⊂⊂icicδδ
BB（（xx））））thenthen

99：    ：    lessInconsistent=truelessInconsistent=true；；
1010：    ：    ifif（（icicδδ

BB∪∪ （（xx））≠≠∅∅））thenthen
1111：      ：      BRBRδδ

BB∪∪ （（DD））=BR=BRδδ
BB∪∪ （（DD）∪｛）∪｛xx｝；｝；

1212：    ：    end ifend if
1313：  ：  end ifend if
1414：  ：  end forend for
1515：  ：  ifif（（lessInconsistent==falselessInconsistent==false））thenthen
1616：     ：      continuecontinue；；/*/*aaii 没办法使不一致对象减少，没办法使不一致对象减少，

剪枝剪枝 */*/
1717：  ：  elseelse
1818：    ：    ifif（（BRBRδδ

BB∪∪ （（DD））====∅∅））thenthen
1919：      ：      RR==BB∪｛∪｛aaii｝；｝；

2020：    ：    continuecontinue；；/*/* 得到一个更好的超级约简，剪得到一个更好的超级约简，剪

枝枝 */*/
2121：    ：    elseelse
2222：      ：       ba ck t r a ckba ck t r a ck（（BRBR δδ

BB∪∪ （（DD），），BB∪｛∪｛aa ii｝，｝，

ii+1+1）；）；/*/* 下一层回溯下一层回溯 */*/
2323：    ：    end ifend if
2424：  ：  end ifend if
2525：：end forend for

                                                                                                                                                          

算法算法 11 中使用了中使用了44 次剪枝技术，提升了算法效次剪枝技术，提升了算法效
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率。首先，如行率。首先，如行 11 所示，回溯算法的搜索路径中，属所示，回溯算法的搜索路径中，属

性指标的初始值不都是从性指标的初始值不都是从 00 开始，而是随着回溯算开始，而是随着回溯算

法的进行不断增加，这样能够减少搜索的次数；其法的进行不断增加，这样能够减少搜索的次数；其

次，如行次，如行 22 至行至行 44 所示，对测试代价太高的属性进所示，对测试代价太高的属性进

行剪枝；再次，如行行剪枝；再次，如行 1515 至行至行 1616 所示，当添加属性所示，当添加属性 aaii

不能使不一致对象减少时进行剪枝；最后，如行不能使不一致对象减少时进行剪枝；最后，如行 1818

至行至行 2020 所示，当所示，当 BB∪｛∪｛aaii｝是一个超级约简时则进｝是一个超级约简时则进

行剪枝。这行剪枝。这 44 次剪枝技术明显使得算法的效率得到次剪枝技术明显使得算法的效率得到

了提高。了提高。

算法算法 22 是启发式算法，在算法是启发式算法，在算法 22 中运用了添加中运用了添加 --

删除策略，主要有删除策略，主要有 33 个步骤。个步骤。

第一步，初始化约简第一步，初始化约简 BB==∅∅，，如算法如算法 22 的第的第 11 行行

所示。所示。

第二步，添加阶段，在属性子集第二步，添加阶段，在属性子集 BB 中添加属性中添加属性

重要度最大的待选属性，如算法重要度最大的待选属性，如算法 22 的第的第 22 行到第行到第 77

行所示。行所示。

第三步，删除阶段，将冗余的属性删除，最后得第三步，删除阶段，将冗余的属性删除，最后得

到一个约简，如算法到一个约简，如算法 22 的第的第 88 行到第行到第 1414 行所示。行所示。

算法算法 22：：启发式约简算法启发式约简算法

输入：测试代价敏感的区间值决策表输入：测试代价敏感的区间值决策表 SS==（（UU，，CC，，

DD，，VV，，II，，tctc））
输出：一个约简输出：一个约简 BB
11：：BB==∅∅；；/*/* 添加步骤添加步骤 */*/
22：：CACA==CC；；

33：：whilewhile（（γγδδ
BB（（DD）<）<γγδδ

CC（（DD））））dodo
44：    计算每个属性：    计算每个属性 aa∈∈CACA 的的 sigsig（（BB，，aa，，tctc）；）；

55：      选择属性：      选择属性 aa''，使其满足，使其满足 sigsig（（BB，，aa''，，tctc））==
｛｛sigsig（（BB，，aa，，tctc）｝）｝

66：    ：    BB==BB∪｛∪｛aa''｝；｝；CACA==CACA －｛－｛aa''｝；｝；

77：：end whileend while；；/*/* 删除步骤删除步骤 */*/
88：：CDCD==BB；；
99：：whilewhile（（CDCD≠≠∅∅））dodo
1010：  ：  CDCD==CD−CD−｛｛aa''｝；｝；

1111：  ：  ifif（（POSPOSδδ
B−B−｛｛a'a'｝｝（（DD））=POS=POSδδ

BB（（DD））））thenthen
1212：    ：    BB==B−B−｛｛aa''｝；｝；

1313： ： end ifend if
1414：：end whileend while
1515：：return return BB；；

                                                                                                                                                          

算法算法 22 中，关键步骤为行中，关键步骤为行 44 和行和行 55，可以通过设，可以通过设

置不同的置不同的 λλ 值得到不同的约简结果。由于在算法值得到不同的约简结果。由于在算法 22

中基于加权的属性重要度函数采取了贪婪的添加属中基于加权的属性重要度函数采取了贪婪的添加属

性策略，又在此基础上删除了冗余的属性，这使得启性策略，又在此基础上删除了冗余的属性，这使得启

发式算法能较高效率地得到最优或次优的约简。发式算法能较高效率地得到最优或次优的约简。

这里分析两个算法的时间复杂度。算法这里分析两个算法的时间复杂度。算法 11 中，每中，每

次选取属性平均可以将次选取属性平均可以将 ||UU |/||/|BB || 个对象划分到正区个对象划分到正区

域，随着算法域，随着算法 11 中第1 行中第1 行 forfor 循环的进行，循环的进行，

||UU '|=|'|=|UU ||（（1 − 1 − ii
||BB||

））==

||UU | | ||BB||−−i
||BB||

（（ii=0=0，，11，，22，…，，…，||BB |−1|−1，，||BB ||）。）。

故算法故算法 11 的时间复杂度为的时间复杂度为

OO（（||CC ||||UU |·1·4+||·1·4+|CC ||||UU | | ||BB||－－11
||BB||

 ·2·4+ ·2·4+

||CC ||||UU | | ||BB|| －－22
||BB||

 ·3·4+ ·3·4+……+|+|CC ||||UU | | 11
||BB||

 ·| ·|BB |·4|·4））==

OO（（||CC||||UU||
||BB||

  （（ii+1+1）（）（||BB || －－ ii））））。。

算法算法 22 的主要步骤为添加步骤，删除步骤的计的主要步骤为添加步骤，删除步骤的计

算复杂度可忽略不计。在添加步骤中，随着算复杂度可忽略不计。在添加步骤中，随着 whilewhile 循循

环的进行，属性子集环的进行，属性子集 BB 中的属性逐渐增多，中的属性逐渐增多，CACA 属性属性

逐渐减少。故算法逐渐减少。故算法 22 的计算复杂度为的计算复杂度为

OO（（（（||CC || －－ 11））||UU |·1·6+|·1·6+（（||CC || －－ 22））||UU |·2·6+|·2·6+

……++（（||CC || －－ ||BB ||））||UU ||||BB |·6|·6））==OO（（||UU | |   ii（（||CC || －－ ii））））。。

2.22.2    评判指标评判指标

为了衡量所设计算法的性能，在后文的实验中为了衡量所设计算法的性能，在后文的实验中

用了多个评判指标，部分介绍如下。用了多个评判指标，部分介绍如下。

首先，定义约简的属性占比（首先，定义约简的属性占比（attribute proportion attribute proportion 

of reductof reduct）为）为

apap（（RR））= = |RR|
|CC|

  ，，                                              （（1717））

其中其中 RR 表示约简，表示约简，CC 表示属性全集。表示属性全集。

定义约简的测试代价占比（定义约简的测试代价占比（test cost proportion of test cost proportion of 
reductreduct）为）为

tcptcp（（RR））= = tctc（RR）
tctc（CC）  ，，                                  （（1818））

其中其中 RR 表示约简，表示约简，CC 表示属性全集。表示属性全集。

此外，由于回溯算法总是可以得到最优约简，而此外，由于回溯算法总是可以得到最优约简，而

启发式算法未必，所以，为了衡量启发式算法的性启发式算法未必，所以，为了衡量启发式算法的性

能，能，MinMin 等等［［2020］］提出提出 33 种不同的统计评价指标，如下种不同的统计评价指标，如下

所示。所示。

寻优因子（寻优因子（finding optimal factorfinding optimal factor，简写为，简写为 FOFFOF））

定义为定义为

FOF= FOF= kk
KK   ，，                                      （（1919））

其中，其中，KK 为测试的次数，为测试的次数，kk 是启发式算法搜索得到最是启发式算法搜索得到最

优约简的次数。优约简的次数。
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假设假设 RR '' 和和 RR 分别是一个数据集在一组测试代分别是一个数据集在一组测试代

价下得到的最优约简和约简，则相对于价下得到的最优约简和约简，则相对于 RR ''，，RR 的超出的超出

因子为因子为

efef（（RR））= = tctc（RR）−tc（R'）
tc（RR'） ，，                        （（2020））

表明当一个约简不是最优时，它的总测试代价超出表明当一个约简不是最优时，它的总测试代价超出

最小值的程度。显然，当最小值的程度。显然，当 RR 为最优约简时，超出因子为最优约简时，超出因子

值为零。值为零。

假设实验次数为假设实验次数为 LL，第，第 jj（（1 1 ≤≤  j j ≤≤  LL）次实验得）次实验得

到的约简为到的约简为 RRjj，则最大超出因子（，则最大超出因子（maximal exceeding maximal exceeding 

factorfactor，简写为，简写为 MEFMEF）为）为

maxmax
1 ≤ 1 ≤ j j ≤ ≤ LL

 ef ef（（RRjj））  。。                                          （（2121））

平均超出因子（平均超出因子（average exceeding factoraverage exceeding factor，简写为，简写为

AEFAEF）为）为

 ef ef（（RRjj））

LL
  。。                                      （（2222））

总地来说，当总地来说，当 FOFFOF 越大，同时越大，同时 MEFMEF 和和 AEFAEF 越越

小时，启发式算法在最小化总测试代价方面的性能小时，启发式算法在最小化总测试代价方面的性能

更好。更好。

2.32.3    竞争策略竞争策略

为了获得更好的约简结果，为了获得更好的约简结果，MinMin 等等［［2020］］对启发式对启发式

算法提出了配套的竞争策略。具体地，令算法提出了配套的竞争策略。具体地，令 RRλλ 为启发为启发

式算法在指数式算法在指数 λλ 下得到的约简，下得到的约简，LL 为一组用户指定的为一组用户指定的

λλ 值，则最小总测试代价为值，则最小总测试代价为

TTCTTCLL== min min 
λ λ ∈∈  LL  TTC TTC（（RRλλ）。）。                  （（2323））

即启发式算法在不同的即启发式算法在不同的 λλ 值下共运行值下共运行 ||LL|| 次，得到相次，得到相

应应 λλ 值下约简的总测试代价，再通过比较得到总测试值下约简的总测试代价，再通过比较得到总测试

代价最小的约简。代价最小的约简。

虽然在使用竞争策略过程中，对启发式算法进虽然在使用竞争策略过程中，对启发式算法进

行了行了 ||LL|| 次运行，但是因为该算法的运行速度较快，次运行，但是因为该算法的运行速度较快，

所以可以接受相对较小的所以可以接受相对较小的 ||LL|| 次。次。

3  3  实验结果与分析实验结果与分析

通过实验回答以下几个问题：①通过实验回答以下几个问题：①  本文算法是否本文算法是否

能解决区间值数据的最小测试代价约简问题？②能解决区间值数据的最小测试代价约简问题？②  两两

种算法的效率和效果怎么样？③种算法的效率和效果怎么样？③  竞争策略能否提高竞争策略能否提高

启发式算法结果的质量？④启发式算法结果的质量？④  相比已有的算法，本文相比已有的算法，本文

算法是否具有优越性？算法是否具有优越性？

3.1  3.1  实验准备实验准备  

为了验证所提出的约简算法的效果，在为了验证所提出的约简算法的效果，在 1111 个数个数

据集上进行了实验检测，数据集是从据集上进行了实验检测，数据集是从 UCIUCI 数据库数据库［［3434］］

中获得。表中获得。表 66 展示了实验数据的情况。实验中令相似展示了实验数据的情况。实验中令相似

水平水平 δδ=0.65=0.65。。

表表 66      实验数据介绍实验数据介绍
Table 6    Introduction of experimental dataTable 6    Introduction of experimental data

数据集 领域 样本数量 属性个数 类数

Iris Zoology 150 4 3

Wine Agriculture 178 13 3

Glass Manufacture 214 9 7

Iono Physics 351 34 2

Sonar Physics 208 60 2

Diab Clinic 768 8 2

Liver Clinic 345 6 2

Wdbc Clinic 569 30 2

Wpbc Clinic 198 33 2

QSAR Biology 1 055 41 2

Image Graphics 2 310 18 7

由于实验数据集是实值型数据，所以在实验前，由于实验数据集是实值型数据，所以在实验前，

首先用公式首先用公式

aa''（（xx））==［［aa（（xx）－）－ ξξ**σσ，，aa（（xx））++ξξ**σσ］。       ］。         （（2424））

对实数数据进行区间化，其中，对实数数据进行区间化，其中，aa（（xx）为对象）为对象 xx 关于关于

属性属性 aa 的属性值，的属性值，σσ 为属性为属性 aa 的属性值的标准差，的属性值的标准差，ξξ

是一个参数。取是一个参数。取 ξξ=0.1=0.1，转换对象，转换对象 xx 在属性在属性 aa下的属下的属

性值，从而得到区间数性值，从而得到区间数 aa''（（xx）。）。

由于大部分由于大部分 UCIUCI 数据不带有测试代价，出于实数据不带有测试代价，出于实

验需要，验需要，MinMin 等等［［2020］］根据现实情况在均匀分布下生成根据现实情况在均匀分布下生成

数据的测试代价，取值范围为［数据的测试代价，取值范围为［11，，100100］，且取整数。］，且取整数。

规定规定 CCuu 表示生成的测试代价，则表示生成的测试代价，则 CCuu==pp 概率为概率为

PP（（CCuu==pp））= = 11
Q − P Q − P + 1+ 1  ，，                                  （（2525））

其中其中 pp∈∈［［PP，，QQ］。令］。令 xx 为（为（00，，11）上满足均匀分布的任）上满足均匀分布的任

意值，则测试代价为意值，则测试代价为

CCuu（（PP，，QQ，，xx））=P+=P+［（［（QQ －－ P+P+11））xx］。］。          （（2626））

3.2  3.2  代表性结果与分析代表性结果与分析

如表如表 77 所示，给出所示，给出 1111 个数据集分别运用两种算个数据集分别运用两种算

法得到的代表性结果。从表法得到的代表性结果。从表 77 中可以看出，所有数据中可以看出，所有数据

集在两个算法下得到的约简都具有较低的属性占比集在两个算法下得到的约简都具有较低的属性占比

值（约简后的属性个数值（约简后的属性个数 // 属性全集基数）和测试代价属性全集基数）和测试代价

占比值（约简后的总测试代价占比值（约简后的总测试代价 // 属性全集的总测试代属性全集的总测试代

价），有的值甚至低至价），有的值甚至低至 0.10.1 以下。这说明不管是回溯以下。这说明不管是回溯

算法还是启发式算法，都能很好地起到降低属性维算法还是启发式算法，都能很好地起到降低属性维

度和减少总测试代价的效果。度和减少总测试代价的效果。
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表表 77      两种算法分别的代表性结果两种算法分别的代表性结果
Table 7    Representative results of the two algorithmsTable 7    Representative results of the two algorithms

数据集 算法 约简 属性占比值
测试代价
占比值

Iris
回溯 {1，2，4} 0.750 0 0.654 7

启发式 {1，2，4} 0.750 0 0.654 7

Wine
回溯 {9，10} 0.153 8 0.067 8

启发式 {5，10，12} 0.230 8 0.086 8

Glass
回溯 {3，4，5} 0.333 3 0.239 7

启发式 {3，4，5} 0.333 3 0.239 7

Iono
回溯 {10，11，12，27} 0.117 6 0.031 1

启发式 {10，11，13，24，27} 0.147 1 0.035 5

Sonar
回溯 {44，52，57} 0.050 0 0.006 4

启发式 {44，52，57} 0.050 0 0.006 4

Diab
回溯 {3，6，7，8} 0.500 0 0.292 7

启发式 {3，6，7，8} 0.500 0 0.292 7

Liver
回溯 {1，2，3} 0.500 0 0.397 8

启发式 {1，2，3} 0.500 0 0.397 8

Wdbc
回溯 {3，17，19，29} 0.133 3 0.025 4

启发式 {3，17，19，29} 0.133 3 0.025 4

Wpbc
回溯 {4，15，27} 0.090 9 0.024 2

启发式 {4，15，27} 0.090 9 0.024 2

QSAR
回溯 {1，13，22，30，34} 0.122 0 0.088 5

启发式 {2，13，18，22} 0.097 6 0.092 3

Image
回溯 {3} 0.052 6 0.054 7

启发式 {1，6，11，14，18} 0.263 2 0.146 9

3.33.3    两种方法的比较两种方法的比较

对两种方法进行比较，这两种方法都是基于算对两种方法进行比较，这两种方法都是基于算

法法 22 的。第一种方法被称为非加权方法，通过设置的。第一种方法被称为非加权方法，通过设置

λλ=0=0 来实现；第二种方法就是“来实现；第二种方法就是“2.3”2.3” 节介绍的竞争策节介绍的竞争策

略。令略。令 LL={0={0，，−0.25−0.25，…，，…，−1.75−1.75，，−2.0}−2.0}，两种方法下的，两种方法下的

结果如表结果如表 88 所示。所示。

表表 88      λλ=0=0  和和 λλ∈∈LL 下分别的结果下分别的结果
Table 8    Results under Table 8    Results under λλ=0 and =0 and λλ∈∈LL

数据集
寻优因子 最大超出因子 平均超出因子

λ=0 λ∈L λ=0 λ∈L λ=0 λ∈L

Iris 0.24 1.00 1.71 0 0.31 0
Wine 0.12 0.92 13.75 0.28 1.94 0.01
Glass 0.11 0.84 3.12 0.41 0.72 0.02
Iono 0 0.40 255.00 73.00 15.38 2.31

Sonar 0 0.58 11.19 0.20 3.55 0.03
Diab 0.05 0.78 5.23 0.24 0.59 0.02
Liver 0.40 0.87 1.66 0.23 0.25 0.01
Wdbc 0 0.77 23.44 0.37 5.69 0.03
Wpbc 0 0.93 31.40 0.26 8.80 0.01
QSAR 0 0.35 2.20 0.35 0.90 0.08
Image 0 0 193.00 64.00 19.37 9.07

通过表通过表 88 可以看出：①可以看出：①  非加权的启发式约简方非加权的启发式约简方

法较少能得到最优约简，这是因为它的重要度函数法较少能得到最优约简，这是因为它的重要度函数

没有考虑到测试代价，违背了最小化总测试代价的没有考虑到测试代价，违背了最小化总测试代价的

初衷。②初衷。②  竞争策略显著提高了启发式算法约简结果竞争策略显著提高了启发式算法约简结果

的质量，尤其是当算法较难获得最优约简的时候。例的质量，尤其是当算法较难获得最优约简的时候。例

如如 WineWine 数据集，表数据集，表 88 中可以看出中可以看出 λλ∈∈LL 时，时，FOFFOF 为为

0.920.92，比，比 λλ=0=0 时增加了时增加了 0.800.80，大大提高了，大大提高了 FOFFOF，同时，同时

大大减小了大大减小了 MEFMEF 和和 AEFAEF。这是因为。这是因为 λλ∈∈LL 时考虑了时考虑了

测试代价，并运用了竞争策略，而测试代价，并运用了竞争策略，而 λλ=0=0 时没有考虑到时没有考虑到

测试代价，更没有考虑到竞争策略。测试代价，更没有考虑到竞争策略。

3.4  3.4  两个算法的效率两个算法的效率

用两个指标说明回溯算法的效率，一个是程序用两个指标说明回溯算法的效率，一个是程序

执行的次数，即回溯算法的调用次数，该指标能够用执行的次数，即回溯算法的调用次数，该指标能够用

于研究剪枝技术的效果；另一个是算法之间运行时于研究剪枝技术的效果；另一个是算法之间运行时

间的比较，在本文中将两种算法的运行时间进行比间的比较，在本文中将两种算法的运行时间进行比

较，其中较，其中 λλ 设置为［设置为［−2−2，，00］。］。

先考察第一个指标。在先考察第一个指标。在 1111 个数据集上都采取个数据集上都采取

100100 组不同的测试代价进行属性约简，算法组不同的测试代价进行属性约简，算法 11 中状中状

态空间树的大小和回溯算法的调用次数在表态空间树的大小和回溯算法的调用次数在表 99 中表中表

示。从表示。从表 99 中可以看出回溯算法的步数远远小于状中可以看出回溯算法的步数远远小于状

态空间树的大小，这验证了剪枝技术的有效性。态空间树的大小，这验证了剪枝技术的有效性。

表表 9 9     算法算法 11 中状态空间树的大小和回溯算法的调用次数中状态空间树的大小和回溯算法的调用次数
Table 9    Size of the state space tree in algorithm 1 and the Table 9    Size of the state space tree in algorithm 1 and the 

invoking number of the backtracking algorithminvoking number of the backtracking algorithm

数据集
状态空间树

的大小
最小步数 最大步数 平均步数

Iris 24 7 11 9.47

Wine 213 7 54 21.45

Glass 29 10 90 40.5

Iono 234 2 1 000 188.25

Sonar 260 9 048 205 819 44 710.13

Diab 28 24 118 72.96

Liver 26 8 41 24.43

Wpbc 233 947 1 563 1 038.67

Wdbc 230 18 209 64.66

QSAR 241 4 205 1 002 967 126 227.4

Image 218 3 2 522 201.73

第二个指标是两个算法的运行时间的比较。如图第二个指标是两个算法的运行时间的比较。如图

11 所示，绘制出所示，绘制出 λλ= −1= −1 时给定的时给定的 1111 个数据集在个数据集在 100100 组组

不同的测试代价下的平均运行时间和最大运行时间。不同的测试代价下的平均运行时间和最大运行时间。

从图从图 11 可以看出，对于部分数据集来说，算法可以看出，对于部分数据集来说，算法 11
比算法比算法 22 的运行时间高，而其他数据集中算法的运行时间高，而其他数据集中算法 22 的的

运行时间反而比较高。这是因为在算法运行时间反而比较高。这是因为在算法 11 即回溯算即回溯算

法中运用了法中运用了44 次剪枝技术，从而较大程度地减少了次剪枝技术，从而较大程度地减少了

该算法运行的时间。此外，虽然在小数据集上算法该算法运行的时间。此外，虽然在小数据集上算法 22
即启发式算法的效率优势不明显，但是在属性比较即启发式算法的效率优势不明显，但是在属性比较

多的数据集例如多的数据集例如 SonarSonar 和和 QSARQSAR 等数据集上该算法等数据集上该算法

的效率优势就很明显。的效率优势就很明显。
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Fig. 1    Run-time comparisonFig. 1    Run-time comparison

总地来说，回溯算法总是可以得到最优约简，即总地来说，回溯算法总是可以得到最优约简，即

最小化总测试代价的约简，从而能够运用回溯算法最小化总测试代价的约简，从而能够运用回溯算法

评判启发式算法的性能；而启发式算法能较高效率评判启发式算法的性能；而启发式算法能较高效率

地得到最优或次优的约简。地得到最优或次优的约简。

3.5  3.5  与两种相关算法的比较与两种相关算法的比较

为了更客观地评价本文算法，选取两个在决策为了更客观地评价本文算法，选取两个在决策

信息系统下分别基于属性质量度和条件熵进行属性信息系统下分别基于属性质量度和条件熵进行属性

约简的启发式算法进行对比试验。这两个算法分别约简的启发式算法进行对比试验。这两个算法分别

选自文献［选自文献［1111］和［］和［3535］，把本文中的回溯算法记为算］，把本文中的回溯算法记为算

法法 11，文中的启发式算法记为算法，文中的启发式算法记为算法 22，把文献［，把文献［1111］中］中

的算法记为算法的算法记为算法 33（算法（算法 33 通过定义属性质量度来通过定义属性质量度来

判断属性是否能纳入约简），把文献［判断属性是否能纳入约简），把文献［3535］中的算法］中的算法

记为算法记为算法 44（算法（算法 44 通过定义条件熵，引入属性重要通过定义条件熵，引入属性重要

度概念进行属性约简）。在对比实验中，比较了本文度概念进行属性约简）。在对比实验中，比较了本文

算法算法 22 和算法和算法 33 以及算法以及算法 44 中的中的 FOFFOF，，MEFMEF 和和 AEFAEF

的结果；还比较了的结果；还比较了44 个算法的运行时间，约简长度的个算法的运行时间，约简长度的

大小。大小。

在对比实验中，算法在对比实验中，算法 22 中中 λλ= −1= −1，算法，算法 33 中中 PP= = 

{0.6{0.6，，0.70.7，，0.80.8，，0.9}0.9}，，αα=0.7=0.7。算法。算法 22、算法、算法 33 和算法和算法 44

在在 88 个数据集上的个数据集上的 FOFFOF，，MEFMEF 和和 AEFAEF 的结果如图的结果如图 22

所示。所示。
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图图 22      33 个指标的比较个指标的比较

Fig. 2    Comparison of three metricsFig. 2    Comparison of three metrics

从图从图 22 可以看出，本文算法可以看出，本文算法 22 中中 FOFFOF 的结果最的结果最

大，其次是算法大，其次是算法 33，最小的是算法，最小的是算法 44。对于。对于 MEFMEF 和和

AEFAEF 的结果来说，一般情况下，算法的结果来说，一般情况下，算法 22 的的 MEFMEF 和和

AEFAEF 最小，其次是算法最小，其次是算法 33，最大的为算法，最大的为算法 44。而算法。而算法

44 中有时会出现约简为空集的情况，故而此时算法中有时会出现约简为空集的情况，故而此时算法 44
中的中的 AEFAEF 结果为负数。结果为负数。

图图 33 绘制了绘制了44 个算法的运行时间的比较结果，个算法的运行时间的比较结果，

给出了给出了44 个算法分别在个算法分别在 88 个数据集上运行个数据集上运行 100100 次的次的

平均时间。平均时间。

图图 44 绘制了绘制了44 个算法的属性占比值，给出了个算法的属性占比值，给出了44 个个

算法分别在算法分别在 88 个数据集上运行个数据集上运行 100100 次后得到的平均次后得到的平均

属性占比值。属性占比值。
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从图从图 33 可以看出，算法可以看出，算法 44 的运行时间最小，其次的运行时间最小，其次

是算法是算法 11 和算法和算法 22，最大的是算法，最大的是算法 33。而在约简长度。而在约简长度

上（见图上（见图 44），算法），算法 11 和算法和算法 22 以及算法以及算法 33 的约简长的约简长

度差不多，都比较小，而算法度差不多，都比较小，而算法 44 的约简长度则较大。的约简长度则较大。

综上，相较于对比算法，本文算法可以很大程度地减综上，相较于对比算法，本文算法可以很大程度地减

小总测试代价，且在运行效率上也具有一定的优势。小总测试代价，且在运行效率上也具有一定的优势。
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4  4  结论结论

本文研究了区间值决策表中测试代价敏感的属本文研究了区间值决策表中测试代价敏感的属

性约简方法，介绍了相关的粗糙集理论知识，并设计性约简方法，介绍了相关的粗糙集理论知识，并设计

了回溯算法和启发式算法。通过在多个了回溯算法和启发式算法。通过在多个 UCIUCI 数据集数据集

上进行实验，验证了两种算法的有效性。未来将基上进行实验，验证了两种算法的有效性。未来将基
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