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一类 ( ρ，k，φ )⁃比例Hilfer分数阶演化方程
温和解的存在性
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摘 要： 在最新引入的 ( ρ，k，φ )-比例分数阶算子基础上，研究了一类 ( ρ，k，φ )-比例 Hilfer 分数阶 Cauchy 问

题温和解的存在唯一性和解的连续依赖性。利用概率密度函数、( ρ，k，φ )-比例 Hilfer 分数阶导数的性质和半群

理论，得到了温和解的定义。通过构造合适的加权空间，根据Banach压缩映射原理，研究了解的存在唯一性。构

造广义Gronwall不等式，得到了解的连续依赖性。

关键词： 分数阶导数； 存在性； 温和解； 连续依赖

中图分类号： O175   文献标志码： A         开放科学（资源服务）标识码（OSID）:

Existence of mild solutions for a class of ( ρ，k，φ )⁃proportional Hilfer 
fractional evolution equation

WANG Haihua1*， FENG Quanxi2， ZHAO Jie1

（1. School of Science， Qiongtai Normal University， Haikou 570100， China； 
2. School of Mathematics and Statistics， Guilin University of Technology， Guilin 541006， China）

Abstract： The existence， uniqueness and continuous dependence of solutions for a class of ( ρ，k，φ ) ⁃
proportional Hilfer fractional Cauchy problems were investigated. The probability density function， properties of the 
( ρ，k，φ ) ⁃ proportional Hilfer fractional derivative and semigroup theory were utilized to define mild solutions. A 
proper weighted space was introduced， and within this space， the Banach contraction principle was applied to discuss 
the uniqueness of the solutions. The continuous dependence of the data on the Cauchy problem was proven by 
constructing a generalized Gronwall inequality. 
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0　引言

近年来，分数阶微分方程的研究吸引了越来

越多学者的注意，因为它比整数阶微分方程在物

理、医学及其他领域的应用更为广泛［1-4］。从最初

的 Caputo 型、Riemann-Liouville 型分数阶导数开

始，大量分数阶微分方程的研究都基于这两类导

数，特别是前者。2000年，HILFER［5］引入了Hilfer

分数阶导数，Hilfer 分数阶导数统一了 Caputo 和

Riemann-Liouville 这两类导数，并且 Hilfer 分数阶

导数自身的性质使得它在现实模型中的应用较之

前的分数阶导数更具有应用性，如电子电路模

型［6］。2018年，VANTERLER 等［7］提出的 ψ-Hilfer
分数阶导数不仅统一了Caputo、Riemann-Liouville
和 Hilfer 导数，而且研究人员可以根据问题的需

要，选择合适的单调核函数ψ。尽管从莱布尼茨提
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出分数阶导数的问题，直到 ψ-Hilfer分数阶导数的

出现，分数阶微积分理论及应用似乎已经很完美

了，但是这些分数阶导数的定义都依赖于伽马函

数 Γ(⋅)。2007 年，DÍAZ 等［8］给出了广义伽马函数

Γk (⋅)，这为分数阶导数的进一步发展提供了空间。

在广义伽马函数的基础上，2021年，KUCCHE等［9］

给出了 ( k，ψ )-Hilfer 分数阶导数，它包含 ψ-Hilfer、
k-Hilfer-Hadamard、( k，ψ )-Caputo、( k，ψ )-Riemann-

Liouville 等分数阶导数。2017 年，JARAD 等［10］在

ANDERSON比例分数阶导数［11］的基础上，考虑特

殊比例，给出了广义比例分数阶 GPF积分和 GPF
导数的定义，它的好处是可以选择合适的比例常

数ρ∈( 0，1 ]来研究问题。

分数阶演化方程［12］的研究比分数阶微分方程

更具有一般性，如何得到由无穷小生成元A产生

的合适预解族，是研究分数阶演化方程的关键。

基于 ( k，ψ )-Hilfer和GPF分数阶导数的定义，文献

［13］首次给出了 ( ρ，k，φ )-比例 Hilfer 分数阶导数

的定义，并且给出了比 (α，β )-预解族更具一般性的

(α，β，ρ )-预解族，利用 { Sα，β，ρ ( t ) }t≥ 0 的性质，对一

类 ( ρ，k，φ )-比例 Hilfer分数阶 Cauchy 问题温和解

的存在性进行了研究。

本文将不以预解族为切入点，而是利用概率

密度函数［14］和半群理论［15］，得到 ( ρ，k，φ )-比例

Hilfer分数阶Cauchy问题温和解的另一种表示，通

过定义合适的加权范数空间，在没有C0 半群紧性

的条件下，利用压缩映射原理得到解的存在唯一

性，利用广义Gronwall不等式，对解的连续依赖性

进行研究。

1　( ρ，k，φ )⁃比例积分和比例积分和 ( ρ，k，φ )⁃比例比例Hilfer

导数的定义导数的定义

为方便起见，设函数φ：R → R，φ'( t )> 0。记

ga,ρ,k,η;φ ( t )=
ì
í
î

0,  t≤ a,
ĝρ,k,η;φ ( t,a ),  t> a,

式中：

ĝρ,k,η;φ ( t,s )= g
η
k

- 1 ( t,s )

ρ
η
k kΓk ( η )

e
( ρ- 1) g ( t,s )

ρk ，

g ( t,s )=φ( t )-φ( s )，( ρ,k,η> 0 )。
广义伽马函数Γk (⋅)定义为

Γk ( z )=∫
0

+∞

sz- 1e- sk

k ds，Re( z )> 0。

首先给出广义卷积和广义 Laplace 变换的

定义。

定义 1［16］　若 f，h：[ a，+∞ ) → R是两个函数，

则其广义卷积定义为

( f *
φ h )( t )=∫

a

t

f ( s )h (φ-1 (φ( t )-φ( s )+

φ( a ) ) ) ds。
定义 2［17］　设 r，k> 0，h：[a，+∞)→R，( k，φ )-

Laplace变换定义为

Lr;φk,a ( h ( t ) )( λ )=∫
a

+∞

e-λk
1 - r

k g ( t,a )h ( t )φ'( t ) dt。

下面给出 ( ρ，k，φ )-比例分数阶积分和 Hilfer
分数阶算子的定义。

定义 3［13］　设 ρ∈(0，1]，k> 0，一阶左 ( ρ，k，φ )-
比例导数 kD1，ρ；φh定义为

kD1,ρ;φh= ρδ 1
k,δh ( t )+(1 - ρ )h ( t )，

式中：δ 1
k，δ = k

φ'( t )
d
dt。

注意到方程

kD1,ρ;φe
ρ- 1
ρk

g ( t,a )
f ( t )= h ( t )

在区间 t≥ a上的解为

f ( t )=∫
a

t

ĝρ,k,k;φ ( t,s )h ( s ) ds，

因此很自然地引入如下定义：

定义 4［13］ 设 ρ∈( 0，1 ]，k> 0，η> 0，函数 h
在[ a，b ]上可积，η阶左 ( ρ，k，φ )-比例积分定义为

k I η,ρ;φ
a+ h ( t )=∫

a

t

ĝρ,k,η;φ ( t,s )h ( s )φ'( s ) ds。

定义 5［13］ 设 ρ∈( 0，1 ]，v∈[ 0，1 ]，k> 0，m=
[ η k ]+ 1，函数h在[ a，b ]上m次连续可导，则

k，HDη，ρ，v；φ
a+ h=
k I v (mk- η )，ρ；φ
a+ Dm，ρ；φ k I (1 - v )(mk- η )，ρ；φ

a+ h ( t )，
称为函数h的左 ( ρ，k，φ )-比例Hilfer导数。

设 p≥ 1，记

Qρ,k,φ ( t,a )= e
-( ρ- 1) g ( t,a )

ρk ，

考虑如下空间

Lpρ,k,φ [ a,b ]={ x ( t ):( a,b ] → R:
φ'( t ) ||Qρ,k,φ ( t,a ) x ( t ) p ∈L [ a,b ] },

则Lpρ，k，φ [ a，b ]在范数

 x
Lpρ,k,φ

=( ∫
a

b

φ'( t ) ||Qρ,k,φ ( t,a ) x ( t ) pdt )
1
p

下为Banach空间。

引理 1［18］ 设 η> 0，h∈Lpρ，k，φ [ a，b ]，当 λ>
95
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( ρ- 1)/ρk2 - r
k时，

Lr;φk,a ( k I η,ρ;φ
a+ h ( t ) )( λ )=

( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )-η

kLr;φk,a ( h ( t ) )( λ )。
引理 2［18］ 设η>0，m=[ η k ]+1，h∈Lpρ，k，φ [ a，

b ]且 k I (1 - v )(mk- η )，ρ；φ
a+ h∈ ACm [ a，b ]，则

Lr;φk,a ( k,HDη,ρ,v;φ
a+ h ( t ) )( λ )=

( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )

η
k Lr;φk,a ( h ( t ) )( λ )-

ρk ∑
i= 0

m- 1

( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )m- i- 1 + v ( η-mk )

k ×

[ kDi,ρ;φ kI (1 - v )(mk- η )
a+ h ( t ) ]t= a。

2　温和解的定义

本节将给出如下 ( ρ，k，φ )-比例 Hilfer 分数阶

Cauchy问题

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

k,HDη,ρ,v;φ
0 + x ( t )=
Ax ( t )+ f ( t,x ( t ) ), t∈( 0,b ] ,

( k I (1 - v )( k- η ),ρ;φ
0 + x ( t ) )t= 0 = x0

(1)

温和解的定义，其中 η∈( 0，k ]；A：D (A ) →X为C0

半群 {T (t )：t≥0 }的无穷小生成元；f：(0，b ]×X→X，

X为范数 ⋅ 下的Banach空间。记

γ=(1 - v )( k- η )/k，
Qρ,k,φ,γ ( t,a )=Qρ,k,φ ( t,a ) gγ ( t,a )，
E={ x∈C (( 0,b ],X ):Qρ,k,φ,γ ( t,0 ) x ( t )∈

C ( [ 0,b ],X ) },
则空间E在范数

 x
E

= max
t∈[ 0,b ]

 Qρ,k,φ,γ ( t,0 ) x ( t )

下成为Banach空间。假设

M≔ sup
[ 0,+∞ )

 T ( t ) <+∞。

记单侧稳定 k-概率密度函数为

ψk,q (θ )= ∑
n= 1

∞
(-1)n- 1θ-qn- 1 ⋅ Γk ( knq+ k )

n!kqnπ
sin ( nπq ),

式中：k，θ> 0。对0 < q< 1，有

∫
0

+∞

e-( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )θψk,q (θ )dθ= e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )q。 (2)

引理3 问题（1）有满足如下积分方程

x ( t )= ρ kI v ( k- η ),ρ;φ
0 + T1 ( t,0 ) x0 +

1
k ∫0

t

φ'( s )T1 ( t,s ) f ( s,x ( s ) ) ds (3)

的解，式中：

T1 ( t,s ) x= η( ρk )- η
k g

η
k

- 1 ( t,s ) e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
×

∫
0

+∞
h
k,η
k

(θ )T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η
k θ )θdθx，

h
k,η
k

(θ )= k
η
θ

- k
η

- 1
ψ
k,η
k

(θ
- k
η )。

证明 对问题（1）第一个方程两边应用 ( k，φ )-
Laplace变换，结合引理2与半群的表示，有

Lr;φk,0 ( x ( t ) )( λ )= ρk ( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )

v ( η- k )
k ×

[( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )

η
k I-A ]-1 x0 +

[( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )

η
k I-

A ]-1Lr;φk,0 ( f ( t,x ( t ) ) )( λ )=

ρk ( ρk2 - r
k λ+ 1 - ρ )

v ( η- k )
k ×

∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k
s

T ( s ) dsx0 +

∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k
s

T ( s ) ds ⋅

Lr;φk,0 ( f ( t,x ( t ) ) )( λ ) ≕ I1 + I2。 (4)
对于 I1 中的积分项，利用式（2）和积分变量代

换，可得

∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k
s

T ( s ) ds=

η
k ∫0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k t
η
kT ( t

η
k ) t

η
k

- 1 dt=

η
k ∫0

+∞∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ ) tθ ψ
k,η
k

(θ )T ( t
η
k ) t

η
k

- 1 dθdt=

η
k ∫0

+∞∫
0

+∞
e-λk

1 - r
k ρktθe-(1 - ρ ) tθ ψ

k,η
k

(θ )T ( t
η
k ) t

η
k

- 1 dθdt=

η
k ∫0

+∞
e-λk

1 - r
k g ( τ,0 )φ'( τ ) ∫

0

+∞
e
ρ- 1
ρk

g ( τ,0 )
ψ
k,η
k

(θ )×

T ( [ g ( τ,0 )
ρkθ

]
η
k )( g ( τ,0 )

ρkθ
)
η
k

- 1 1
ρkθ

dθdτ， (5)

对于 I2，有

I2 =∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k
s

T ( s ) ds ⋅Lr;φk,0 ( f ( t,x ( t ) ) )( λ )=

∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k
s

T ( s ) ⋅∫
0

+∞
e-λk

1 - r
k g (w,0 )φ'(w ) ⋅

f (w,x (w ) ) dwds=
η
k ∫0

+∞∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )
η
k u

η
kT ( u

η
k ) ⋅

∫
0

+∞
e-λk

1 - r
k g (w,0 )φ'(w ) f (w,x (w ) ) dwu

η
k

- 1 du=

η
k ∫0

+∞∫
0

+∞∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ )uθ ψ
k,η
k

(θ ) dθT ( u
η
k )×

e-λk
1 - r

k g (w,0 )φ'(w ) f (w,x (w ) ) dwu
η
k

- 1 du=
η
k ∫0

+∞∫
0

+∞∫
0

+∞
e-( ρk2 - r

k λ+ 1 - ρ ) g ( σ,0 )θ ψ
k,η
k

(θ ) dθ×

T ( g
η
k ( σ,0 ) )e-λk

1 - r
k
g (w,0 )

φ'(w ) f (w,x (w ) ) dw×

g
η
k

- 1 ( σ,0 )φ'( σ ) dσ=
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η
k ∫0

+∞∫
0

+∞∫
0

+∞
e-λk

1 - r
k g ( δ,0 ) e

ρ- 1
ρk

g ( δ,0 )
ψ
k,η
k

(θ ) dθ×

T ( [ g ( δ,0 )
ρkθ

]
η
k ) e-λk

1 - r
k g (w,0 )φ'(w ) f (w,x (w ) ) dw×

[ g ( δ,0 )
ρkθ

]
η
k

- 1 φ'( δ )
ρkθ

dδ=

η
k ∫0

+∞
e-λk

1 - r
k [ g ( δ,0 )+ g (w,0 ) ]∫

0

+∞∫
0

+∞
e
ρ- 1
ρk

g ( δ,0 )
ψ
k,η
k

(θ )×

T ( [ g ( δ,0 )
ρkθ

]
η
k )φ'(w ) f (w,x (w ) ) dw×

[ g ( δ,0 )
ρkθ

]
η
k

- 1 φ'( δ )
ρkθ

dθdδ=

η
k ∫0

+∞
e-λk

1 - r
k g ( τ,0 )φ'( τ ) ∫

0

+∞∫
0

τ

e
( ρ- 1) g ( τ,w )

ρk ψ
k,η
k

(θ )×

T ( [ g ( τ,w )
ρkθ

]
η
k ) f (w,x (w ) ) [ g ( τ,w )

ρkθ
]
η
k

- 1 ×

φ'(w )
ρkθ

dwdθdτ。 (6)

利用引理1，综合式（4）—式（6），化简可得

Lr;φk,0 ( x ( t ) )( λ )=Lr;φk,0 ( g0,ρ,k,v ( k- η );φ ( t ) )( λ )×

Lr;φk,0 ( ρη∫
0

+∞
e
ρ- 1
ρk

g ( τ,0 )
h
k,η
k

(θ )T ( [ g ( τ,0 )
ρk

θ ]
η
k )×

g
η
k

- 1 ( τ,0 )

( ρk )
η
k

θdθ )( λ ) x0 + η
k
Lr;φk,0 ( ∫

0

+∞∫
0

τ

e
( ρ- 1) g ( τ,w )

ρk ×

h
k,η
k

(θ )T ( [ g ( τ,w )
ρk

]
η
k θ ) f (w,x (w ) )×

g
η
k

- 1 ( τ,w )

( ρk )
η
k

θdwdθ,

由( k，φ )-Laplace逆变换，可知x ( t )满足式（3）。证毕。

定义 6 若 x ( t )满足式（3），则称 x ( t )为问题

（1）的温和解。

3　解的存在性及连续依赖性

引理 4 （1）对于 0 ≤ s≤ t，T1 为 X→E中线

性算子，k I v ( k- η )，ρ；φ
0 + T1 ( t，0 )为X→E中线性有界算

子，且

 k I v ( k- η ),ρ;φ
0 + T1 ( t,0 ) x

E
≤Λ1 x ,

式中：

Λ1 = M

ρ
v ( k- η )+ η

k Γk ( v ( k- η )+ η )
；

（2） 当0 ≤ s≤ t时，

∫
0

+∞

h
k,η
k
(θ )T ( [ g ( t,s )

ρk
]
η
k θ )θdθ

为X中强连续算子。

证明 （1） 对于x∈X，由定义1，有

 T1 ( t,s ) x ≤ ηM
1

( ρk )
η
k

g
η
k

- 1 ( t,s )×

e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )∫
0

+∞
h
k,η
k

(θ )θdθ x =

Λ2g
η
k

- 1 ( t,s ) e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
 x ，

 k I v ( k- η ),ρ;φ
0 + T1 ( t,0 ) x

E
≤

Qρ,k,φ,γ ( t,0 )×

ηM ∫
0

t

g
v ( k- η )

k
- 1 (t,s)e

ρ- 1
ρk

g ( t,0 )
φ'( s ) g

η
k

- 1 (s,0)ds

ρ
v ( k- η )+ η

k k
1 + η

kΓk ( v ( k- η ) ) Γ(1 + η/k )
 x =

Λ1 x ，

式中：

Λ2 = ηM
1

( ρk )
η
kΓ(1 + η/k )

。

（2）对于0 ≤ s≤ t，0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ b，有





∫

0

+∞
h
k,η
k

(θ ) {T ( [ g ( t2,s )
ρk

]
η
k θ )-








T ( [ g ( t1,s )
ρk

]
η
k θ ) } θxdθ ≤

M ∫
0

+∞
θh

k,η
k

(θ )×





 {T ( [ g ( t2,s )

ρk
]
η
k θ-






[ g ( t1,s )

ρk
]
η
k θ )- I } x dθ。

根据算子T ( t )的强连续性，可知

∫
0

+∞

h
k，
η
k
(θ )T ( [ g ( t，s )

ρk
]
η
k θ )θdθ

为X中强连续算子。证毕。

为了讨论解的连续依赖性，需要如下广义

Gronwall不等式。下面引理 5是文献［19］中定理 3
的推广。

引理 5 设 u，v∈L( [a，b ]，R+ )，h∈C ( [ a，b ]，
R+ )单调不减，kγ< η，当 t∈[ a，b ]时，有

u ( t )≤ v ( t )+ h ( t )×

∫
a

t

g
η
k

- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ， (7)

则

u ( t )≤ v ( t )+

∫
a

t

∑
i= 1

∞ hn ( t ) Γ( η/k ) Γn ( η/k- γ )
Γ( nη/k-( n- 1)γ )

×

g
nη
k

-( n- 1)γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ ) v ( τ ) dτ。
证明 令

Au ( t )= h ( t ) ∫
a

t

g
η
k

- 1 ( t,τ ) ⋅ g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ,

则式（7）可写为
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u ( t )≤ v ( t )+Au ( t )，
依次迭代下去，可知

u ( t )≤ ∑
i= 0

n- 1

Ai v ( t )+Anu ( t )。 (8)

由 h的单调性及交换累次积分顺序，可得不

等式

A2u ( t )= h ( t ) ∫
a

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) g-γ ( s,a )φ'( s )u ( s )h ( s )×

∫
a

s

g
η
k

- 1 ( s,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτds≤

h2 ( t ) ∫
a

t

g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ×

∫
τ

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) g
η
k

- 1 ( s,τ ) g-γ ( s,a )φ'( s ) ds≤

h2 ( t ) ∫
a

t

g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ×

∫
τ

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) g
η
k

- γ- 1 ( s,τ )φ'( s ) ds=

h2 ( t )B ( η
k

,η
k

- γ )×

∫
a

t

g
2η
k

- γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ。

由数学归纳法易知，当n→ ∞时，有

Anu ( t )≤ hn ( t ) Γ( η/k ) Γn ( η/k- γ )
Γ( nη/k-( n- 1)γ )

×

∫
a

t

g
nη
k

-( n- 1)γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )u ( τ ) dτ→ 0。

最后，在式（8）两边令n→ ∞，有

u ( t )≤∑
i= 0

∞
Aiv ( t )≤

v ( t )+∫
a

t

∑
i= 1

∞ hn ( t ) Γ( η/k ) Γn ( η/k- γ )
Γ( nη/k-( n- 1)γ )

×

g
nη
k

-( n- 1)γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ ) v ( τ ) dτ。
证毕。

定理1 设

（H1） 对 几 乎 所 有 的 t∈( 0，b ]，f ( t，⋅)∈
C ( X，X )，对任何x∈X，f (⋅，x )：( 0，b ] →E强可测；

（H2） 存在正数L> 0，满足

 f ( t,x )- f ( t,y ) ≤L x- y ，

t∈( 0，b ]；x，y∈X，且 f ( t，0 )在E中有界，若

Λ2Lg
η
k (b,0 )B ( η

k
,1 - γ )< k，

则问题（1）有唯一的温和解。

证明 取 r> 0满足

kρΛ1 x0 +Λ2g
η
k (b,0 )B ( η

k
,1 - γ )×

[ Lr+ sup
s∈[ 0,b ]

 f ( s,0 )
E

] ≤ kr。

首先考虑算子 F：Er →X，其中 Er ={ x∈E：
 x

E
≤ r }，
( Fx )( t )= ρ kI v ( k- η ),ρ;φ

0 + T1 ( t,0 ) x0 +
1
k ∫0

t

φ'( s )T1 ( t,s ) f ( s,x ( s ) ) ds。

由定义 4 和引理 4 易知，Qρ，k，φ；γ ( t，0 )Fx ( t )∈
C ( [ 0，b ]，E )。因为

 Fx
E

≤ ρΛ1 x0 + 1
k
Qρ,k,φ,γ ( t,0 ) ∫

0

t

φ'( s )  T1 (t,s) ×

[ f ( s,x ( s ) )- f ( s,0 ) + f ( s,0 ) ]ds≤

ρΛ1 x0 + 1
k
Qρ,k,φ,γ ( t,0 )Λ2∫

0

t

φ'( s ) g
η
k

- 1 ( t,s )×

e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
[ L x ( s ) + f ( s,0 ) ] ds≤

ρΛ1 x0 + 1
k
Λ2gγ ( t,0 ) ∫

0

t

φ'( s ) g
η
k

- 1 ( t,s )×

g-γ ( s,0 ) [ L x
E

+ f ( s,0 )
E

] ds≤

ρΛ1 x0 + 1
k
Λ2g

η
k (b,0 )B ( η

k
,1 - γ )×

[ L x
E

+ sup
s∈[ 0,b ]

 f ( s,0 )
E

]，

从而 Fx
E

≤ r，即F为Er中的自映射。

另一方面，对任意的x，y∈Er，t∈[ 0，b ]，

 Fx-Fy
E

≤ 1
k
Qρ,k,φ,γ ( t,0 ) ∫

0

t

φ'( s )  T1 ( t,s ) ×

 f ( s,x ( s ) )- f ( s,y ( s ) ) ds≤
1
k
Λ2gγ ( t,0 ) ∫

0

t

φ'( s ) g
η
k

- 1 ( t,s ) g-γ ( s,0 ) ds×

L x- y
E

≤
1
k
Λ2Lg

η
k (b,0 )B ( η

k
,1 - γ )  x- y

E
，

即F为Er中的压缩映射，从而F有唯一的不动点

x∈Er，也即x为问题（1）的温和解。证毕。

定理 2 设 0<η- η̂<η≤k，kγ<η，f：( 0，b ]×
E→E，x ( t )为问题（1）的温和解，x̂ ( t )为如下问题

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

k,HDη- η̂,ρ,v;φ
0 + x̂ ( t )=
Ax ( t )+ f ( t,x̂ ( t ) ),t∈( 0,b ],

( k I (1 - v )( k- η+ η̂ ),ρ;φ
0 + x̂ ( t ) )t= 0 = x̂0

(9)

的温和解，则

Qρ,k,φ,γ ( t,0 )  x ( t )- x̂ ( t ) ≤Λ3 ( t )+

∫
0

t

∑
i= 1

∞
( Mη
k

Λ

( ρk )
η- η̂
k

1
Γ(1 + η/k )

)n×

Γ( η/k ) Γn ( η/k- γ )
Γ( nη/k-( n- 1)γ )

×

g
nη
k

-( n- 1)γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )Λ3 ( τ ) dτ,
式中：
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Λ3 ( t )=Qρ,k,φ,γ ( t,0 )‖ρ kI v ( k- η ),ρ;φ
0 + T1 ( t,0 ) x0 -

ρ kI v ( k- η+ η̂ ),ρ;φ
0 + T̂1 ( t,0 ) x̂0‖ +

Mη
k

[ 1

( ρk )
η
k

+ 2 1

( ρk )
η- η̂
k

] g
η
k ( t,0 )B ( η

k
,1 - γ )×

1
Γ(1 + η/k )

 f
E

+

M ( η- η̂ )
k

1

( ρk )
η- η̂
k

g
η- η̂
k ( t,0 )B ( η- η̂

k
,1 - γ )×

1
Γ(1 +( η- η̂/ ) k )

 f
E
。

证明 类似引理3，问题（9）的温和解为

x̂ ( t )= ρ kI v ( k- η+ η̂ ),ρ;φ
0 + T̂1 ( t,0 ) x̂0 +

1
k ∫0

t

φ'( s )T̂1 ( t,s ) f ( s,x̂ ( s ) ) ds，

式中：

T̂1 ( t,s ) x= η- η̂

( ρk )
η- η̂
k

g
η- η̂
k

- 1 ( t,s ) e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
×

∫
0

+∞
h
k,η- η̂

k

(θ )T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η- η̂
k θ )θdθx。

由三角不等式，可知

 x ( t )- x̂ ( t ) ≤ ‖ρ kI v ( k- η ),ρ;φ
0 + T1 ( t,0 ) x0 -

ρ kI v ( k- η+ η̂ ),ρ;φ
0 + T̂1 ( t,0 ) x̂0‖ +

η
k

| 1

( ρk )
η
k

- 1

( ρk )
η- η̂
k

|∫
0

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
φ'( s )×

∫
0

+∞
h
k,η
k

(θ )‖T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η
k θ )‖θdθ×

 f ( s,x ( s ) ) ds+
η
k

1

( ρk )
η- η̂
k

∫
0

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
φ'( s ) ∫

0

+∞
h
k,η
k

(θ ) ×






 






T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η
k θ ) θdθ f (s,x(s))-f (s,x̂ (s)) ds+

1

( ρk )
η- η̂
k

∫
0

t

e
ρ- 1
ρk

g ( t,s )
φ'( s ) ∫

0

+∞




 η
k
g
η
k

- 1 ( t,s )h
k,η
k

(θ )×

T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η
k θ )- η- η̂

k
g
η- η̂
k

- 1 ( t,s )h
k,η- η̂

k

(θ )×








T ( [ g ( t,s )
ρk

]
η- η̂
k θ ) θdθ f ( s,x̂ ( s ) ) ds，

进一步地，有

Qρ,k,φ,γ ( t,0 )  x ( t )- x̂ ( t ) ≤Λ3 ( t )+
Mη
k

Λ

( ρk )
η- η̂
k

1
Γ(1 + η/k )

×

∫
0

t

g
η
k

- 1 ( t,s ) g-γ ( s,0 )φ'( s )×

Qρ,k,φ,γ ( s,0 )  x ( s )- x̂ ( s ) ds，
由引理5，有

Qρ,k,φ,γ ( t,0 )  x ( t )- x̂ ( t ) ≤Λ3 ( t )+

∫
0

t

∑
i= 1

∞
( Mη
k

Λ

( ρk )
η- η̂
k

1
Γ(1 + η/k )

)n ×

Γ ( η/k )Γn ( η/k- γ )
Γ ( nη/k-( n- 1)γ )

×

g
nη
k

-( n- 1)γ- 1 ( t,τ ) g-γ ( τ,a )φ'( τ )Λ3 ( τ ) dτ。
证毕。

4　结束语

文献［13］引入了一类 ( ρ，k，φ )-Hilfer分数阶导

数，此类分数阶导数包含了许多著名的分数阶导

数。在此类导数的基础上，本文研究了一类

( ρ，k，φ )-Hilfer分数阶 Cauchy问题，利用概率密度

函数和广义拉普拉斯变换，得到了 Cauchy 问题温

和解的正确表示形式，纠正了某些文献中关于分

数 阶 Cauchy 问 题 温 和 解 的 错 误 表 示 。 通 过

Banach压缩映射原理，考虑了解的存在唯一性，也

建立了更一般的广义 Gronwall 不等式，并利用它

对解的连续依赖性进行了研究。所得结果可为

( ρ，k，φ )-分数阶微积分的相关研究提供理论依据。

若C0 半群 {T ( t )：t≥ 0 }具有紧性，则可利用

其他不动点定理（如 Krasnoselskii 不动点定理、

Schauder不动点定理）得到解的存在性，结合广义

Gronwall不等式，在适当条件下，可得到解的唯一

性。本文只考虑了非线性项 f映入空间X中，还可

进一步考虑 f映入 X的子空间 Xβ 中，其中 Xβ =
D (Aβ )，0 < β< 1。
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